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AVERTISSEMENT, 


Vers la fin de sa trop courte carriére, M. Sturm, 
cédant aux instances de ses nombreux amis, s’était 
décidé & publier ses Cours d’ Analyse et de Méca- 
nique. Mais comme I|état de sa santé ne lui permet- 
tait pas de se livrer aux soins multipliés qu exige 
Vimpression d’un livre de science, surtout dans une 
premiere édition, il avait bien voulu accepter mes 
bons offices pour la révision du texte et la correc- 
tion des épreuves. Eléve de M. Sturm, honoré en 
toutes circonstances de ses précieux conseils et de 
son bienveillant appul, j’avais saisi avec empresse- 
ment cette occasion de lui teémoigner ma reconnais- 
sance, lorsque sa mort vint interrompre l’entreprise 
a peine commencée, et me laissa seul chargé d’un 
travail que j’aurais été si heureux d’accomplir sous 
sa direction. 

Je dois maintenant a la mémoire de M. Sturm 
dentrer dans quelques détails sur la maniére dont 
jai compris l’exécution de ses dernieres volontés. 

Le Cours d’Analyse, pour ne parler que de l’ou- 
vrage dont je publie aujourd’hui le premier volume, 
est la reproduction des Lecons faites par l’auteur a 
Ecole Polytechnique, et rédigées en premier leu 
par quelques éléves de cette Ecole. Ces rédactions 
rendaient assez fidélement, dans leur ensemble, la 
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pensée de M. Sturm, et je les aireproduites en grande 
partie; mais, par suite de la rapidité avec laquelle 
elles avaient été composées, il s’y était glissé de nom- 
breuses fautes de calcul ou de langage, qu’il m’a fallu 
faire disparaitre. A cet effet, je me suis servi des 
cahiers de M. Sturm, dans lesquels j’ai trouvé un 
programme trés-détaillé de son Cours, et quelque- 
fois des théories entierement rédigées par lui; j’ai 
profité en outre des corrections ou additions qu’il 
avait indiquées en marge de quelques exemplaires 
des feuilles lithographiées. Enfin, conformément a 
Vintention clairement manifestée par M. Sturm, j’ai 
supprimé de nombreuses répétitions indispensables 
dans un cours oral, mais inutiles dans un livre ot 
elles peuvent €tre suppléées par des renvois. J’aurai 
atteint le but de ce modeste travail, si l’on retrouve 
dans le texte que je publie les qualités qui avaient 
fait une place si remarquable a M. Sturm parmi les 
professeurs. 

En terminant, je dois remercier mon ami M. Gros. 
professeur de mathématiques, qui a bien voulu re- 
voir avec soin les épreuves de cet ouvrage. Je lui 
offre ici expression de ma reconnaissance. 
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LA VIE ET LES TRAVAUX 
DE M. Ca, STURM. - 
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4 


Cuartes Sturm naquit a Genéve, alors chef-lieu du dé- 
partement du Léman, le 6 vendémiaire an XII (29 sep- 
tembre 1803). Sa famille, qui appartenait a la religion 
protestavte, était originaire de Strasbotrg et avait quitté 
cette ville vers 1760. Elle comptait probablement parmi 
ses ancétres deux hommes célébres au xvi° siécle , Jacques 
Sturm, président (statt-meister) de la république de 
Strasbourg, qui se distingua dans la lutte de cette ville 
contre Charles-Quint, et Jean Sturm , humaniste , dipio- 
mate, théologien, dont le nom se trouve mélé a toutes les 
querelles littéraires , politiques et religieuses de son épo- 
que. 

Le jeune Sturm montra de bonne heure des dispositions 
extraordinaires, et il obtint au collége de nombreux suc- 
cés dans toutes les parties de ses études. Il apprit avec 
une égale facilité les langues anciennes et modernes, la 
littérature, Vhistoire. On nous a méme rapporté qu’a 
douze ans il composait des vers qui décelaient beaucoup 
(imagination et de sensibilité. Mais a mesure qu ‘il avan- 
cait en age, il donnait une. préférence de plus en plus 
marquée aux études scientifiques. 

M. Sturm quiita le collége en 1818 pour suivre les 
cours plus savants de l’Académie de Genéve. Il y eut pour 
professeurs MM. J.-J. Schaub, le colonel (depuis géné- 
ral) Dufour et Simon Lhuilier. Ce dernier, géométre 
éminent, avait pour son éléye une vive affection ct se plai- 
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sait a lui prédire un brillant avenir. Il eut le bonheur de 
vivre assez longtemps pour voir ses prédictions se réaliser. 

En 1819, un grand malheur vint frapper M. Sturm et 
le mettre aux prises avec les nécessités de la vie. Son pére 
mourut dans la force de Page, ne laissant aucune fortune 
asa veuve et a quatre enfants, dont Charles était l’ainé. 
Pour venir au secours de sa mére qu il aimait tendre- 
ment, M. Sturm, quoique bien jeune, se livra a l’en- 
seignement et commenca par donner des lecons particu- 
liéres. En 1823, il entra comme précepteur dans la 
famille de Broglie, ou il fut chargé de l'éducation du frere 
de madame de Broglie, fils de la célébre madame de Staél. 
tl demeura quinze mois dans cette respectable famille, 
dont il eut beaucoup a se louer. 

M. Sturm accompagna son éléve a Paris, vers la fin de 
1823. En route, il lia connaissance avec un bibliothécaire 
de Dijon qui conduisait son fils 4 ’Ecole Polytechnique. 
Ces messieurs étaient des lecteurs assidus du Journal de 
Gergonne, ot M. Sturm avait déja inséré quelques bons 
articles. Quand ils apprirent le nom de leur compagnon 
de voyage, ils lui firent beaucoup de compliments et de 
politesses. A vingt ans, de pareilles rencontres, premicres 
joies @une célébrité naissante , ont un charme tout par- 
ticulier qui les fait compter parmi les plus grands bonheurs 
de la vie. . 

M. Sturm aimait a se rappeler cette époque. I était 
alors pauvreet presque inconnu. Mais il avait la conscience 
de sa force, et son existence modeste était embellie par 
Vespérance, ce bien souvent préférable au but le plus 
ardemment poursuivi. « Je suis actuellement, écrivait-il 
a sa mére, en relation avec des hommes trés-savants et 
trés-distingués. Il faut tacher de m’élever a peu prés a 
leur niveau. » : 


Ce premier séjour a Paris fut de courte durée. 
2 Fe 4 “4 
M. Sturm y revint un an aprés avec son ami d’enfance , 


M. Daniel Colladon, anjourd’hui professeur a Académie 
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de Genéve ei physicien distingué. De 1825 a 1829, les 
deux amis vécurent ensemble, mettant en commun leurs 
travaux, leurs espérances , leurs joies et leurs peines, Le 
11 juin 1827, une haute distinction venait récompenser 
leurs efforts : ils remportaient le grand prix de Mathé- 
matiques proposé par 1’ Académie pour le meilleur Mé- 
moire sur la compression des liquides. 

M. Sturm était venu #* Paris avec une lettre de recom- 
mandation de M. Lhuilier pour M. Gerono,. L’éminent 
professeur accueillit le jeune mathématicien avec une 
cordialité dont celui-ci lui a toujours gardé une profonde 
reconnaissance, et lui procura des relations utiles. 
MM. Arago, Ampére et Fourier suivaient avec intérét 
les travaux a M. Sturm et de son ami. Je n’ai pas be- 
soin de dire que les jeunes savants étaient obligés d’a- 
bandonner parfois la haute théorie pour des occupations 
moins relevées, mais plus lucratives. M. Arago, dont la 
prévoyante amitié embrassait tous les détails, ne laissait 
échapper aucune occasion de leur envoyer des éléves. 

A cette époque, M. Fourier réunissait autour de lui 
quelques jeunes géométres , dont la réputation commen- 
cait a se faire jour et qui ont tenu depuis ce qu ils pro- 
meitaient alors. L’illustre savant les initiait a ses tra- 
vaux de prédilection et les entrainait dans la route ou il 
avait fait de si importantes découvertes. M. Sturm subit 
Vheureuse influence de ce maitre vénéré, dont il ne 
parlait jamais qu’avec émotion. I] dirigea ses recherches 
vers la théorie de la chaleur et l’analyse algébrique. C’est 
en étudiant les propriétés de certaines équations différen- 
tielles quise présentent dans un grand nombre de ques- 
tions de physique mathématique, qu'il trouva son fameux 
théoréme. Ceite découverte, publiée en 1829, fit sensa- 
lion ct placa son auteur au rang des premiers géometres. 

M. Sturm accueillit avec joie la révolution de Juillet 
dans laquelle il crut voir Vavénement définitif d’une sage 


liberté. Cette révolution lui fut du moins favorable en 
{hey 
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lui permettant d’entrer dans |’ Instruction publique, dont 
sa qualité de protestant lavait éloigné pendant la Restau- 
ration. La haute protection de M. Arago le fit nommer, a 
la fin de 1830, professeur de Mathématiques spéciales au 
collége Rollin. 

C’est de cette Epoque que date son amitié avec M. Liou- 
ville, amitié qui a duré jusqu’a sa mort. 

Le 4 décembre 1834, Académie des Sciences lhonora 
du grand prix de Mathématiques, qui devait, aux termes 
du programme, ¢étre décerné a l'auteur de la découverte 
la plus importante publiée dans les trois derniéres an- 
nées. Le Mémoire couronné, déposé au Secrétariat le 
30 septembre 1833, était relatif A la théorie des équa- 
tions. 

En 1836, M. Sturm fut nommé membre de |’ Acadé- 
mie des Sciences , en remplacement de M. Ampére, par 
46 voix sur 52 yotants. 

Entré a l’Ecole Polytechnique en 1838, comme répé- 
titeur d’ Analyse, M. Sturm devenait deux ans plus tard 
professeur a cette école. Dans la méme année (1840), pré- 
senté en premiére ligne par le Conseil académique et par 
la Faculté, il oceupait la chaire de Mécanique laissée va- 
cante par la mort de Poisson. 

M. Sturm était, en outre, oflicier de la Légion dhon- 
neur (1837), membre de la Sociéié Philomathique, ‘des 
Académies de Berlin (1835) etde Saint-Pétersbourg (1836), 
de la Société Royale de Londres (1840). Cette derniére lui 
avait décerné la médaille de Copley pour ses travaux sur 
les équations. 

M. Sturm se montrait digne de tous ces honneurs par 
son zele a remplir ses diverses fonctions. Doué d’une con- 
stitution naturellement forte, il pouvait compter sur une 
longue carriére et de nouveaux succes. Malheureusement, 
vers 1851, sa santé subit une altération profonde par 
suite d’une trop forte application a des recherches diffi-* 
ciles, et il fut obligé de se faire remplacer 4 la Sorbonne 
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et a Ecole Polytechnique. [1 reprit ses Cours a la fin de 
1852, mais il ne se rétablit jamais complétement. Malgré 
les soins de sa famille qui retardérent, mais ne purent 
arréter Jes progres du mal, il succomba le 18 décem- 
bre 1855, a l’age de cinquante et un ans. 

M. Sturm n’était pas seulement un homme de talent, 
ce était aussi un homme de ccur, bon pour sa famille, bon 
pour ses amis, dont le nombre était grand. «J’ai beaucoup 
d’amis, » disait-il avec un naif orgueil, et cette parole, qui 
chez tout autre aurait passé pour tne exagération, était ri- 
goureusement vraie. A ceux que jai déja cités , j’ajouterai, 
sans prétendre a une énumeération complete, MM. Lejeune- 
Dirichlet, Ostrogradsky , Brassine, Cassanac, Catalan. 
M. Faurie, d’abord éléve, devenu ensuite l’ami intime de 
M. Sturm, mérite une mention spéciale pour le dévoue- 
ment dont il a fait preuve dans les circonstances les plus 
pénibles. 

Dans sa prospérité, M. Sturm n’oubliait pas les jours 
difficiles et le généreux appui qu’il avaitrecude MM. Am- 
pere, Fourier, Arago. Il se plaisait a venir en aide aux 
jeunes gens qui débutaient dans la carriére des sciences 
et il savait les obliger avec une délicatesse admirable. 

M. Sturm se taisait volontiers avec les personnes qu’il 
ne connaissait pas; mais quand sa timidité naturelle était 
vaincue, il révélait tout le charme d’un esprit fin et origi- 
nal. I] était passionné pour la musique des grands maitres , 
et nous tenons de lui qu’a une époque ou ses ressources 
étaient bien faibles, il s’imposait des privations afin de 
pouvoir entendre les chefs-d’ceuvre de Rossini et de 
Meyerbeer. 

Comme professeur, M. Sturm se distinguait par la 
clarté ei la cigueur. On lui doit beaucoup de démonstra- 
tions ingénieuses qui, répandues par ses éléves, ont en- 
suite passé dans des livres dont les auteurs ont presque 
toujours oublié de le citer. Mais il était riche, point avare 
et ne réclamait jamais. « En ai-je assez perdu, disait-il 
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en riant, de ces petits objets! et combien peu m’ont été 
rapportés par d’honnétes ouvriers! A la longue, cepen- 
dant, le total peut faire, comme on dit, une perte consé- 
quente. » 

Les qualités de M.Siurm étaient bien appréciées par la 
jeunesse intelligente qui suivait ses legons. « On admirait, 
dit l’un de ses éléves (*) , (et yajouterai: l'on aimait) cet 
homme supérieur s’étudiant a s’effacer, pénétrant dans 
Vamphithéatre avec une timidité excessive , osant a peine 
regarder son auditoire. Aussi le plus religieux silence ré- 
gnait-il pendant ses lecons, et on pouvait dire de lui 
comme d’Andrieux, qu’il se faisait entendre a force de se 
faire écouter, tant est grande l’influence du génie! » 

Enfin, pour achever de faire connaitre homme éminent 
que nous venons de perdre, nous citerons encore les pa- 
roles touchantes prononcées sur sa tombe par M. Liou- 
ville, le jeudi 20 décembre 1855. 


« Messieurs, 


» Le géometre supérieur, Vhomme excellent dont nous 
accompagnons les restes mortels, a été pour moi, pen- 
dant vingt-cing ans, un ami dévoué; et par la bonté 
méme de cette amitié, comme par les traits d’un caractére 
naif uni a tant de profondeur, il me rappelait le mé itre 
vénéré qui a guidé mes premiers pas dans la carriére des 
mathématiques , Villustre Ampére. 

» M. Sturm était a mes yeux un second Ampere : can- 
dide comme lui, insouciant comme lui de la fortune et des 
vanités du monde; tous deux joignant 4 Vesprit d’inven- 
tion une instruction encyclopédique ; négligés ou méme dé- 
daignés par les habiles qui cherchent le pouvoir, mais 
exer¢ant une haute influence sur la jeunesse des écoles, 
que le génie frappe; possédant enfin, sans lavoir désiré, 
sans le savoir peut-¢tre, une immense popularité. 


i ig 
(*) M. Regray-Belmy, ancien éleve de ?Ecole Polytechnique. Voir le 
Siécle du 30 décembre 1855. 
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» Prenez au hasard un des eandidats 4 notre Ecole Poly- 
technique, et demandez-lui ce que c'est que le théoréme 
de M. Sturm : vous verrez s'il répondra! La question 
pourtant n’a jamais été exigée par aucun programme i 
elle est entrée d’elle-méme dans l’enseignement, elle s’est 
imposée comme autrefois Ja théorie dés couples. 

» Par cette découverte capitale, M. Sturm a tout a la 
fois simplifié et perfectionné, en les enrichissant de résul- 
tats nouveaux, les éléments d’algébre. 

» Ce magnifique travail a surg? éomme un corollaire 
importantes recherches sur la mécanique analytique et 
sur la mécanique céleste, que notre confrére a données , 
par extrait seulement, dans le Bulletin des Sciences de 
M. Férussae. > 

» Deux beaux Mémoires sur la discussion des équations 
différentielles et 4 différences partielles, propres aux 
grands problemes de la physique mathématique, ont été 
du moins publiés en entier grace 4 mon insistance. « La 
» postérité impartiale les placera a cété des plus beaux Mé- 
» moires de Lagrange » (*). Voila ce que j’ai dit et im- 
primé il y a vingt ans, et ce que je répete sans craindre 
qu’aujourd hui personne vienne me reprocher d’étre trop 
hardi. 

» M. Sturm a été le collaborateur de M.Colladon dans 
des expériences sur la compressibilité des liquides que 
V Académie a honorées d'un de ses grands prix. 

» Nous lui devons un travail curieux sur la vision, un 
Mémoire sur l’optique, d’intéressantes recherches sur Ja 
mécanique, et en particulier un théoreéme remarquable 
sur la variation que la force vive éprouve lors d'un chan- 
gement brusque dans les liaisons d’un sysiéme en mou- 


(*) M. Liouville s’exprimait ainsi dans un Mémoire lu & l’Académie des 
Seiences le 14 décembre 1836, et cependant M. Sturm était son concurrent 
pour la place vacante par le décés d’Ampére. Un pareil fait, assez rare 
dans Vhistoire des luttes académiques , porte avec luison loge. 
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vement. Quelques articles sur des points de détail ornent 
nos recueils scientifiques. 

» Mais, bien qu il y ait de quoi suflire a plus d’une ré- 
putation dans cet ensemble de découvertes solidement 
fondées et que le temps respectera , les amis de notre con- 
frére savent que M. Sturm est loin détre la tout entier, 
méme comme géometre. Puissent les manuscrits si pré- 
cieux que quelques-uns de nous ont entrevus se retrouver 
intacts entre les mains de sa famille! En les publiant, elle 
ne déparera pas les chefs-d’ceuvre que nous avons tant 
admirés. 

» L’originalité dans les idées, et, je le répéte, la solidité 
dans l’exécution, assurent 4 M. Sturm une place a part. 
Tl a eu de plus le bonheur de rencontrer une de ces vérités 
destinées a traverser les siécles sans changer de forme, et 
en gardant le nom de l’inventeur, comme le cylindre et 
la sphére d’Archiméde. 

»Etla mort est venue nous l’enlever dans la fleur de l’age! 
Vl est allé rejoindre Abel et Gallois, Gépel, Eisenstein , 
Jacobi. 

» Ah! cher ami, ce n’est pas toi qu’il faut plaindre. 
Echappée aux angoisses de cette vie terrestre, ton Ame 
immortelle et pure habite en paix dans le sein de Dieu, 
et ton nom vivra autant que la science. 


» Adieu, Sturm, adieu. » 
—_—< 09.9. = — 


LISTE BIBLIOGRAPHIQUE DES TRAVAUX DE M. STURM. 


ANNALES DE MATHEMATIQUES DE GERGONNE. 
1, Tome XIII (1822-23), page 289. — Extension du 
probleme des courbes de poursuite. 
Solution d’une question proposée par le rédacteur. 
2. Ibid., p. 314. — Déterminer en fonction des cétés 
dun quadrilatére inscrit au cercle : 1° 1 ‘angle de deux 
cétés opposes ; 2° angle des diagonales. 


DE M. CH. STURM. 1X 

3. Tome XIV (1823-24), p. 13. — Etant donneés trois 
points et un plan, trouver dans ce plan un point tel, gue 
la somme de ses distances aux trois points donnés soit un 
minimum. 

M. Sturm, sans résoudre le probléme par des formules 
explicites , démontre, a l’aide de considérations emprun- 
tées a la mécanique, plusieurs propriétés du point cher- 
ché. Il généralise ensuite le probléme. 

4, Ibid., p. 14.— Démonstration analytique de deux 
théorémes sur la lemniscate. j 

Démonstration de deux théorémes énoncés par M. Tal- 
bot, concernant l’excés fini de asymptote d’une hyper- 
bole équilatére sur le quart de cette courbe. 

5. [bid., p.108.— Recherches analytiques sur une classe 
de problémes de géométrie dépendants de la théorie des 
maxima et des minima. 

Maximum et minimum d'une fonction des distances 
@un point variable 4 d’autres points dont les uns sont 
fixes , les autres assujettis a se trouver sur des courbes ou 
sur des surfaces données. 


6. Ibid., p. 225.— Démonstration de deux théorémes 
sur les transversales. 


7. Ibid., p. 286. — Lieu des points desquels abaissant 
des perpendiculaires sur les cétés d’un triangle et joi- 
gnant les pieds de ces perpendiculaires, on obtienne un 
triangle d’aire constante. 

8. Ibid., p. 302. — Recherche de la surface courbe de 
chacun des points de laquelle menant des droites a trois 
points fixes, ces droites déterminent sur un plan fixe les 
sommets d’un triangle dont laire est constante. 

9. Ibid., p. 381. — Courbure d’un fil flexible et inex- 
tensible dont les extrémités sont fixes et dont tous les points 
sont attirés et repousses per un centre fie; suivant une 

fonction déterminée de la distance. 

10. Ibid., p. 390. — La distance entre les centres des 
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cercles inserit et circonscrit a un triangle est moyenne 
proportionnelle entre le rayon du circonscrit et Vexceés 
de ce rayon sur le diamétre de Vinscrit. 


11. Tome XV (1824-25), p. 100. — Démonstration de 
guatre théorémes sur l’ hyperbole. 

12. Ibid., p. 205. — Recherches sur les caustiques. 

Cas oti la ligne réfléchissante ou séparatrice de deux 
milieux est une circonférence. Propriétés des ovales de 
Descartes. 

Ce Mémoireest le seul morceau de Géométrie que nous 
ait laissé M. Sturm et montre ce qu'il aurait pu faire 
dans ce genre s'il l’avait cultivé. 

13. [bid., p.250.— Théorémes sur les poly gones régu- 
fiers. 

Démonsiration ct généralisation dun théoreme de Lhui- 
lier. 

14. [bid., p.309.— Recherches analytiques sur les po- 
lygones rectilignes plans ou gauches. 

15. [bid., p. 238.— Recherches d’ analyse sur les caus- 
tiques planes. 

Relations entre les longueurs des rayons incidents et 
réfractés correspondants , prises , l’une et lautre , depuis 
le point d’incidence jusqu’a ceux ou ces rayons touchent 
leurs caustiques respectives. Rectification des caustiques 
planes. 

16.'Tome XVI, p. 265.— Mémoire sur les lignes du se- 
cond ordre. (Premicre partie. ) 

Propriétés des coniques qui ont quatre points com- 
muns. Poles et polaires. Théorémes de Pascal et de Brian- 
chon. 

17. Tome XVII, p. 177.-- Mémoire sur les lignes du 
second ordre. (Deuxiéme partie. ) 

On y trouve les deux théorémes suivants qui sont, une 
eénéralisation de celui de Desargues : Sita 


Quand deux coniques sont circonscrites a un quadri- 
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latére, si l’on tire une transversale quelconque qui ren- 
contre cette courbe en quatre points et deux cétés op- 
posés du quadrilatere en deux autres points, ces six 
points seront en involution. 

Quand trois coniques sont circonscrites a un méme 
quadrilatére, une transversale quelconque les rencontre 
en six points qui soni en involution. “% 


BULLETIN DES SCIENCES DE FERUSSAC. 


M. Sturm a rédigé en 1829 et 1830 fa partie mathéma- 
tique de ce Bulletin. 

18. Tome XI (1829), p. 419. — Analyse d’un Me- 
motre sur la résolution des equations numériques. (Lu a 
Y Académie des Sciences le 13 mai 1826.) 

Ce Mémoire contient le fameux théoréme de M. Sturm. 
La démonstration en a paru pour la premiére fois dans 
P Algebre de MM. Choquet et Mayer (1° édition, 1832). 
M. Sturm a donné dans le méme ouvrage une démonstra- 
tion plus simple que celle de M. Cauchy, du théoréme 
que toule équation algébrique a une racine. 

Voici comment M. Sturm parle de ses obligations en 
vers M. Fourier : « L’ouvrage qui doit renfermer l’en- 
semble de ses travaux sur l’analyse algébrique n’a pas 
encore été publié. Une partie du manuscrit qui contient 
ces précieuses recherches a été communiquée a quelques 
personnes. M. Fourier a bien voulu m’en accorder la 
lecture, et jai pu |’étudier a loisir. Je déclare donc que 
j at eu pleine connaissance de ceux des travaux inédits de 
M. Fourier qui se rapportent a la résolution des équa- 
tions, et je saisis cette occasion de lui témoigner la recon- 
naissance dont ses bontés m’ont pénéiré. C’est en m’ap- 
puyant sur les principes qu’il a posés et en imitant ses dé- 
monstrations que j’ai trouvé les nouveaux théorémes que 
je vais énoncer, » 

19. Ibid., p. 422. — Extrait d’un Mémoire presente 
a L Académie des Sciences (1 juin 1829). 
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Extension du theoréme de Fourier et de celui de Des- 
cartes aux équations de la forme 


Ax® +Bx® alge sia Ol 


dans lesquelles «, 8, y,... sont des nombres réels quel- 
conques. 

A la fin de cet extrait, M. Sturm énonce quelques théo- 
réemes relatifs au mouvement de la chaleur dans une 
sphére ou dans une barre. Ils devaient faire partie d’un 
Mémoire qui parait n’avoir jamais été rédigé. M. Liou- 
ville les a démontrés trés-simplement dans son Cours du 
Collége de France (2° semestre 1856). Ce Cours , consa- 
cré a analyse des travaux de M. Sturm, nous a été trés- 
utile pour la composition de cette Notice. 


20. Ibid., p. 273. — Note présentée a 1 Académie 
(8 juin 1829). 

Réalité des racines de certaines équations transcendan- 
tes. Sur les coefficients des séries qui représentent une 
fonction arbitraire entre des limites données. 

Cette Note a été refondue dans d’autres travaux de l’au- 
teur. 


21. Tome XII (1829), p. 314. — Extrait dun Me- 
moire sur Vintégration dun systéme d’équations diffé- 
rentielles linéaires. (Présenté a Académie des Sciences 
le 27 juillet 1829, ) 

Etude des racines des équations qui se présentent dans 
Vintégration d’un systéme d’équations linéaires. Nombre 
de ces racines comprises entre deux limites données. 

Cet extrait, fort étendu, peut tenir lieu du Mémoire 
lui-méme. Dans une note, lauteur avertit que les con- 
clusions dun Mémoire précédent (voir plus haut n° 19) 
s’étendent 4 un grand nombre d’équations transcen- 
dantes. 

JOURNAL DE M,. LIOUVILLE. P % 


22. ‘Tome I (1836), p. 106. — Mémoire sur les equa- 
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tions différentielles linéaires du second ordre. (Lu a 
Académie des Sciences le 30 septembre 1833.) 

Tres-beau Mémoire dans lequel les propriétés des 
fonctions qui satisfont A une équation différentielle sont 
étudiées sur cette équation méme. 

Une analyse de ce Mémoire a part dans le journal 
P Institut du 9 novembre 1833. Le méme journal, dans 
le numéro du 30 novembre, contient une Note de 
M. Sturm, qui complete sa théorie. 

23. Ibid., p. 278.— Démonstration d’un théoréme de 
M. Cauchy. (En commun avec M. Liouville. ) 

Théoréme sur le nombre des points-racines renfermés 
dans un contour donné. 


o 
24. Ibid., p. 290.— Autres démonstrations du méme 
théoréme. 


25. Ibid., p. 373. — Sur une classe d’équations a 
différentielles partielles. 
Equations de la forme 


du 
i 
du dx mn 
ode dx 3 


Complément du Mémoire n° 22. 

(Voir aussi Comptes rendus, t. IV, p. 35.) 

26. Tome Il, p. 220. — Extrait d’un Mémoire sur le 
développement des fonctions en séries, etc. (En commun 
avec M. Liouville. ) 

(Voir aussi Comptes rendus, t. IV, p. 675.) 


27. Tome III, 357. Mémoire sur l’optique. 

Surfaces caustiques formées par des rayons lumineux 
émanés d’un point et qui éprouvent une suite de réfrac- 
tions ou de réflexions. , 

28. Tome VI, p.315.— Note a l’occasion d'un article 
de M, Delaunay sur la surface de révolution dont la 
courbure moyenne est constante. 
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29.'Tome VII, p. 132. — Note a Poccasion d’un arti- 
cle de M. Gascheau sur l’application du théoréme de 
M. Sturm aux transformées des équations binémes. 


30. Ibid., p. 345. — Note sur un théoréme de 
M. Chasles. 

Démonstration nouvelle de ce théoréme : Un canal in- 
finiment petit dont les arétes curvilignes sont des trajec- 
toires orthogonales aux surfaces de niveau relatives 4 un 
corps quelconque, intercepte sur les surfaces de niveau des 
éléments pour lesquels lattraction exercée par le corps a 
la méme valeur. 

31. Lbid., p. 356. — Démonstration dun théoréme 
d algébre de M. Sylvester. 

Ce beau théoréme complete celui de M. Sturm en don- 
nant la manicre dont les différents restes se composent 
avec les facteurs simples de |’équation proposée. 


e 
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32. Tome IV, p. 720. — Note sur un théoréme de 
M. Cauchy relatif aux racines des equations simultanées. 
(En commun avec M. Liouville. ) 

33. Tome V, p. 867. — Rapport sur un Mémoire de 
M. Bravais concernant les lignes formées dans un plan 
par des points dont les coordonnées sont des nombres 
entters. 

34. Tome VII, p.1143.— Rapport sur deux Mémoires 
de M. Blanchet relatifs a la propagation et a la polari- 
sation du mouvement dans un milieu élastique. 

35. Tome VIII, p. 788. — Note relative a des remar- 
ques critiques sur les travaux de M. Liouville contenues 
dans un Mémoire de M. Libri. 

36. Tome XIII, p. 1046.—. Mémoire sur quelques pro- 
positions de mécanique rationnelle. 

« Si les liaisons d’un systéme de points matériels “en 
mouvement sont changées dans un intervalle de temps 


DE M. CH. STURM. XV 
wrés-court, la somme des forces vives acquises avant cet 
intervalle surpassera celle qui aura lieu immédiatement 
apres dune quantité égale a la somme des forces vives cor- 
respondantes aux vitesses sciatica dans le passage du pre- 
mier état du systéme au second. 

37. Tome XX, p. 554, 761 et 1228. — Mémoire sur 


la théorie de la vision. 
L’auteur explique comment la vision peut étre distincte 


a diverses distances. Les rayons émanés d’un point, apres 
avoir traversé les milieux inégalenient réfringents qui 
constituent l’ceil, forment une surface caustique. Pour 
que la vision soit distincte , il suffit qu'une partie de cette 
caustique, qui se réduit presque a une ligne mathématique 
et dans laquelle les rayons sont plus condensés que par- 
tout ailleurs, vienne renconirer la rétine. 

38. Tome XXVI, p.658.— Note sur Vintégration des 
équations générales de la dynamique. 

Théorémes d’ Hamilton et de Jacobi. 

39. Tome XXVIII, p. 66.— Rapport sur un Mémoire 
de M.L. Wantzel ayant pour titre : Théorie des diamé- 
tres rectilignes des courbes quelconques. 


MEMOIRES DES SAVANTS ETRANGERS. 

4). Tome V (1834), p. 267. — Memoire sur la com- 
pression des liquides. (En commun avec M. Colladon.) 

Ce Mémoire a remporté le grand Prix de Mathémati- 
ques en 1827. Ila aussi été publié dans les Annales de 
Chimie et de Physique, t. XXII, p. 113. 

41. Tome VI (1835), p. 271. — Mémoire sur la résolu- 
tion des équations numériques. (Voir plus haut n° 18.) 

NOUVELLES ANNALES DE MATHEMATIQUES. 
42.Tome X (1851), p. 419.— Sur le mouvement d’un 


corps solidaautour d’un ete 


COURS DE L’ECOLE POLYTECHNIQUE. 
43. Cours d’ Analyse de L’ Ecole Polytechnique ; 2 vol. 
in-8 , 1857. 
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44, Cours de Mécanique de lv’ Ecole Polytechnique et 
de la Faculté des Sciences ; 2 vol. in-8 (sous presse). 


MANUSCRITS. 


45. Un Mémoire trés-étendu sur la communication de 
la chaleur dans une suite de vases. 


46. Un Mémoire sur les lignes du second ordre, dont 
les dix premiers paragraphes seulement ont paru dans les 
Annales de Gergonne.(Voir plus haut n® 16 et 17. 

§ P 
Ces deux Mémoires sont en état d’étre imprimés, et 
Pp > 
M. Liouville a bien voulu se charger de leur publica- 
tion. 

Les autres papiers de M. Sturm contiennent des cal- 
culs relatifs 4 des Mémoires déja publiés, a des extraits 

diets ) 
de ses lectures, et enfin a des recherches particuliéres sur 
les équations. La plupart de ces calculs n’étant accom- 
pagnés d’aucun discours, il est trés-difficile de suivre la 
pensée de l’auteur. On donnera des extraits de ce qu'une 
patiente investigation y fera découvrir d’intéressant. 


E, Provnet. 


COURS 


D ANALYSE. | 


CALCUL DIFFERENTIEL. 


Sos 


PREMIERE LECON. 


Definitions préliminaires, — Méthode des limites. — Origine et but du 
calcul différentiel. — Fonction dérivée. — Différentielle. 
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DEFINITIONS PRELIMINAIRES. 


1. Avant d’exposer le but et les principes du calcul 
différentiel, il est nécessaire d’établir quelques notions 
préliminaires. 

On appelle variable une quantité qui prend successi- 
vement différentes valeurs, et constante celle qui con- 
serve une valeur fixe dans le cours d’un méme calcul. La 
nature de la question dont on s’occupe indique quelles 
sont les quantités variables et les constantes. 


2. Quand Jes valeurs successives d’une quantité va- 
riable dépendent suivant une certaine loi de celles que 
prend une autre variable, la premiére est dite une fonc- 
tion de la seconde. On peut affirmer que deux quantités 
qui varient ensemble sont fonctions l'une de l’autre , lors- 
qu’on sait qu’a chaque valeur de lune d’elles correspond 
une valeur déterminée de l'autre, quand méme la rela- 
tion qui existe entre elles ne serait pas connue ni méme 
susceptible d’étre exprimée analytiquement. 


3. On nomme variable indépendante celle a laquelle 
on donne des valeurs arbitraires, et fonction la variable 
qui prend des valeurs correspondantes. Ainsi l’aire @un 


it I 
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cercle, d'une sphere, est fonction de son rayon; le temps 
de Voscillation d’un pendule est fonction de sa longueur. 

Une quantité peut étre fonction de plusieurs variables 
indépendantes; par exemple, levolumed’un cylindre droit 
a base circulaire est fonction de sa hauteur et du rayon 
de sa base. 

Les quantités variables sont ordinairement représentées 
par les derniéres lettres de l’alphabet x, y, z, etc. ; les 
constantes le sont par les premieres a, 0, c, ete. 

Quand on veut indiquer différentes fonctions d'une va- 
riable x sans en:spécifier la nature, on emploie les sym- 
boles f (x), 9 (x), F (a), etc. Si ’on donne a x une va- 
leur particuliére a, le résultat de la substitution de aa 
la place de x dans f (x) est indiqué par f (a). 

On représente les fonctions de plusieurs variables par 
les notations 

F(B,7r%)) 9(%,7%,2), Ela, y, 2), 

On indique par f (a, 6, c), 9 (a, 6, c), F (a, 6, c) les 
résultats que l’on obtient lorsqu’on met a, 6, ca la place 
de x, y, 2 dams ces fonetions. 


A. La relation qui existe entre une fonction d'une 
seule variable et cette variable peut étre représentée géo- 
métriquement. 

Il suflit pour cela de considérer x comme une abscisse 
variable et y comme l’ordonnée correspondante de la 
courbe plane définie par l’équation 

y= f(a). 
Ordinairement cette courbe est continue, c’est-a-dire 
que, pour des valeurs de x qui varient par degrés insen- 
sibles, Pordonnée varie aussi par degrés insensibles ; 
est alors une fonction continue de x. 

On peut de méme représenter par une surface une 
fonction de deux variables indépendantes ; mais une fonc- 
tion de trois, de quatre, ou d’un plus grand nombre de va- 
viables indépendantes , n’est pas susceptible d'une repré# 
sentation géomeétrique. 
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5. Une fonction est dite explicite quand elle est expri- 
mée immeédiatement au moyen de la variable ou des va- 
riables dont elle dépend, de sorte qu’on peut obtenir sa 
valeur en effectuant sur ces variables certaines opérations 
indiquées avec précision. Ainsi 

yoxet y2— a’, oe Gs. 
sont des fonctions explicites de x. * 

On nomme fonctions implicites cclles qui sont liées aux 
variables dont elles dépendent par des équations non ré- 
solues ou par des conditions quelcohques qui ne sont pas 
exprimeées ; telle est y dans l’équation 

Ji Oey Gea Os 
La fonction deviendra explicite si Von tire sa valeur de 


Péquation, et l’on aura 
ye et Va? — x’. 


LIMITES. 


6. Quand les valeurs successives d’une quantité va- 
riable approchent indéfiniment d’une quantité fixe et dé- 
terminée, de maniére a n’en differcr qu’aussi peu qu'on 
voudra, cette quantité fixe est dite la Limite des valeurs 
de la variable. Citons quelques exemples. 

La surface d’un cercle est la limite vers laquelle tendent 
les aires d’une suite de polygones réguliers inscrits quand 
le nombre des cétés devient de plus en plus grand. En 
effet, on démontre en Géométrie que Vaire d’un poly- 
gone régulier inscrit dans un cercle peut différer de l’aire 
de ce cercle d’une quantité aussi petite que l’on voudra, 
pourvu que le nombre des cétés soit suffisamment grand. 
Il faut bien remarquer qu‘il n’est pas nécessaire pour cela 
de démontrer que l’aire du polygone régulier inscrit va 
constamment en augmentant avec le nombre de ses cétés. 

De méme, sil’on considére un arc et son sinus, le rap- 

sin x 


port , toujours plus petit que l’unité, peut en diffé- 


I.- 
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rer aussi peu qu’on le youdra, pourvu que l’on donne a 
cet arc des valeurs suffisamment petites. Donec la limite 


de 


sin x 


est Punité, quand x décroit. 


On remarquera bien encore ici qu il n'est pas néces- 
saire de démontrer, et méme on ne le démontre pas 


sem sin x 
ordinairement, que le rapport =r rvenen augmentant 


continuellement quand 2, plus petit qu’un quadrant, di- 
minue indéfiniment. 


: ee a i fa) 
7. Les fonctions qui se présentent sous la forme — pour 
Oo 


une certaine valeur de la variable ont souvent des limites. 
sin @ 

> Ul de- 
euch 


Nous en avons un exemple dans le rapport 


‘ (6) . . . Os ‘ 
vient — pour 2 = 0, etquia pour limite l’unité. De méme 
oO 


Vexpression 
w—a 
x =2a— a ea 
ee he 


Co) : , 
se présente pour x2 = a sous la forme —- Toutefois, si 
0 


Yon donne a x des valeurs différenies de a, mais qui s’en 
approchent successivement, les valeurs de y sont déter- 
minées et égales d’ailleurs aux valeurs de l’expression 


a+ ax ta’ 
+a 


2a 


Or, a mesure que x s’approche de plus en plus de a, cette 
derniére expression différe de moins en moins de 


3a a 
9 Gee" GE Mop 2 
2, 2 

5 * a 
La limite des valeurs de y est donc -- 
2 


8. Une quantité variable peut s’approcher indéfini- 
ment d'une limite en restant toujours plus petite ou plus* 


~ 
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grande que cette limite; mais il peut se faire aussi qu'une 
quantité variable devienne alternativement plus grande 
et plus petite que la limite vers laquelle elle tend , en os- 
cillant, pour ainsi dire, de part et d’autre. 


eee sin x : Res 
Ainsi le rapport —— tend vers zéro quand x croit in- 
x 2 
définiment. En méme temps, toutes les fois que x devient 
f 


: : aye x sin x 
égale 4 un multiple de la demi-circonférence , de- 


x 
vient 0, et change de signe. 


g 7 


9. St deux quantités qui varient simultanément res- 
tent constamment égales entre elles dans tous les états 
de grandeur par lesquels elles passent, et sil’on sait que 
Lune d’elles tend vers une limite, il est évident que 
Vautre tend aussi vers la méme limite ou vers une limite 
égale a celle-la. C’est la le principe de la méthode des 
dimites dont on fait un si grand usage dans toutes les par- 
ties des mathématiques. 

Ainsi, veut-on prouver que le cercle a pour mesure le 
produit de sa circonférence par la moitié de son rayon; 
en désignant par a, p,rlaire, le périmétre et l’apothéme 
d’un polygone régulier inscrit dans le cercle, on a 


I 
EONS 


I ae ; F 
ora el p ><=r sontdes quantites quivarient avec le nom- 
2 


bre des cétés, mais qui restent toujours égales entre elles 
leurs limites sont donc égales. Si A, C, R désignent 
Vaire, la circonférence et le rayon du cercle, A est la li- 
mite de a, C celle de p et R celle de r: done 


2 Oe 
2; 


10. Lorsqu’une quantité variable prend des valeurs de 
plus en plus petites ou tend vers zéro, on dit quelle de- 
vient infiniment petite. Ainsi la diffévence entre Vaire 
dun cercle et celle d’un polygone inscrit peut étre rendue 
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infiniment petite, en augmentant le nombre des cétés. La 


A uC, « s x a 
fraction ——_~, devient infiniment petite quand x 
zv—o2r+3 


prend des valeurs de plus en plus grandes. 

Une quantité infiniment petite ou un infiniment peut 
nest donc pas une quantité déterminée qui ait une valeur 
actuelle assignable : c’est au contraire une quantité es- 
sentiellement variable qui tend vers zéro. 


11. Quand une variable prend des valeurs de plus en 
plus grandes de maniére a surpagser toute grandeur don- 
née, on dit qu elle devient infinie ou infiniment grande, et 
on la représente alors par le signe oo ou 4 Ainsi la fone- 


tion 


devient infinie pour x= a. 

Pour des valeurs de x trés-peu différentes de a, mais 
plus grandes que a, les valeurs correspondantes de y sont 
positives , tandis que, pour des valeurs de x plus petites 
que a, les valeurs de y sont négatives. L’infini est done 
positif ou négatif, suivant les cas. 


ORIGINE ET BUT DU CALCUL DIFFERENTIEL. — FONCTION 
DERIVEE. 


12. On aété conduit ala découverte du caleul différentiel 
en cherchant une méthode générale pour mener des tan- 
gentes aux courbes planes représentées par des équations. 

Concevons deux variables x et y liées entre elles par 
une relation quelconque , de maniére que l'une soit fonc- 
tion de Vautre. Considérons ces variables comme les 

lonnées d’un point rapporté a des axes rectangulaires 
wacés dans un plan, et construisons la courbe AMB dont 
léquation est y = f (a). Supposons ceite courbe réelle 
et continue dans une certaine étendue, et proposons-nous 
de mener la tangente au point M dont les coordonneés 
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sont x et y. On définit ordinairement la tangente comme 
1a limite vers laquelle tend une sécante, lorsque cette sé- 
cante tournant autour d’un de ses points d’intersection , 


Fig. 1. un; second point d’inter- 

y B section s’approche indéfi- 

by niment:du premier. Soit 

uf donc M’ un second poin; 

yb _ de la courbe ayant pour 

ama a Oe *  coordonnées. x+-h, y-+k; 

lene? 72 L | : considérons -la  sécante 
. 


oe ae . M'MS, et latangente MT 


i 


quien est la limite. On a dans le triangle M’MN 


WN & 
tang Wi’ MN = —_ — -- 
ang M’ MN MN 
: Pe 
Donc tang IMR = lim tang M’MN = lim 3 
t 


quand h diminue indéfiniment jusqu’a zéro. 

Done, si l’on cherche la limite du rapport des accrois- 
sements simultanés k et h des variables y et x, liés entre 
eux par l’équation 

ytk=f(«e«+h), 
quand fh diminue indéfiniment, on aura la tangente wi- 


gonométrique de l’angle que fait avec l’axe des x la droite 
qui touche la courbe au point M. 


13. Le calcul différentiel a pour but de déterminer, 
pour chaque fonction, la limite du rapport de I accrois- 
sement de la fonction 4 celui de la variable, quand celui- 
ci diminue jusqu’a zéro. Cette limite, qui dépend de a 
valeur attribuée 4 x, mais nullement de h, est appelée la 
fonction dérivée de la fonction proposée. On la représente 
par y’ou par f' (x). 

Nous allons la déterminer pour quelques fonctions 


simples. 
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1°. be = were 
m étant entier et positif. Si nous changeons x enx-+h, 
y devient y+h, et Yona y+k=(x+h)”, dou 
k= (x + h)"— x”, ou 


ke me fe pe Nast De at es 
(oe 
Monier: (m—~ 
dou pe Mets BU ie py oe ee ak 
Ts 


k : a, a 
Le rapport 7, S© compose de deux parties, lune indé- 


pendante de /, et l'autre qui contient h en facteur com- 
mun, de sorte que si h décroit indéfiniment jusqu’a zéro , 
cette seconde partie pourra devenir aussi petite que l’on 
voudra; done 


(ga Sees CS 


h 
Ainsi, dans ce cas, 
ya 


On peut encore obienir cette dérivée sans faire usage 
de Ja formule du binéme. Posons 


z+ ji X; 
on a alors k= XP — 25 
et si l'on remarque que h = X — x, on en déduit 
k x — 
-= oe m—t| m—2 . hoe ae ml 
A X—2z * Si iit Ra 
Quand h diminue jusqu’a zéro, X s’approche indéfini- 
; set 
ment de x, et l’on a bien encore lim [= mare’, 
2°, Soit une fonction entiére 
Y= ax" + ba" + cx? +.... 
Changeons x en x +h, y devient y +k, et Yona 
Ytkh=a(a+hy+b(e+ Ayt-c(a+hyPt+..., 
Wot A=al(a +h) — a") + b[ (2 +h) — x] 
+e | (a Sep ye -— xP | hala 
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el, par suite, 


m (m —1) 


7 | mem SS aed (ee oe sé 
ius? 


Divisant par fh et faisant ensuite h =o, ona 
ta 


ety 2 
lim 7Z ou y= maz + nbz*'+ perP—' +... 


On pourrait aussi obtenir cette dérivée de la méme 
manieére que la précédente, sans recourir ala formule du 
bindme. 

l 
20. pm ee gl 
I=a 
m étant entier et positif; on a 
SE — 
7 (oh ym 
I I x” —(x +h)" 
at gee OO ea 
(Ce eee a" (a+ hy" 
dou, développant et divisant par h, 


m(m—t1 
— max! — mare BEER 
k iwaee 
ot eee > 9 
h ol (x — hyn 
et enfin, passant a la limite, on a 
r k nar mo 
Ege ae ee cae Laat 
d y! a ee REY — — maz": 
onc Ce eae amt a ’ 4 


d’ou lon voit que la dérivée de x”, quand m esi entier, 
s’obtient toujours de la méme maniére, quel que soit le 
signe de m. 


Ae. y= VO — a5 
ona kale + hyY—a?— y2?— a’, 
et, par conséquent , 
ke +h) eH VP ae 


hs h 
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: e : o 
or, si lon fait h = 0, cette expression prend la forme —- 
oO 


Pour faire disparaitre Vindétermination, on emploie 
un procédé bien connu: on multiplie les deux termes de - 
la fraction par la somme des radicaux dont le numéra- 
teur est la différence; et l’on a 


ker ap—a— vara] [Ve at ea] 


ho Al Ve + hype at V2—a| 
in (w+hPoe | 
hl V(erhy—a@ + oa)’ 
k 22+h 
ou fares 


h V(@ + hyp—a? + y2—a? 


22x 7 


adele : 
enfin lim == — A 
h 2 Va? — a? V2? — a? 


done — 


Nous avons trouvé d'une maniere assez prompte et fa- 
cile les dérivées des fonctions précédentes ; mais il est 
certaines fonctions telles que /.x* — a®, etc., que nous 
ne pourrions traiter de cette maniere ; il nous faut donc 
une méthode plus générale: c’est la le but du calcul dif- 
férentiel. 

DIFFERENTIELLE. 
14. Soit 
¥ =e); 
donnons & x un accroissement quelconque / positif ou 
négatif. Soit k Vaccroissement correspondant de y; on a 


yrkoflath): 


: ae k : : 
puisque la limite de A est y’, on doit avoir, quand h n’est 
; | 


pas nul, 


hie ie 
ee Xs 


a 


z élant une quantité, fonction de x et deh, qui doit ten- 
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dre vers zéro en méme temps que h. De la résulte 
k=y'h + ah. 

Ainsi laecroissement & de la fonction se compose de 
deux parties distinctes; la premiére y’h est le produit de 
V’accroissement de la variable indépendante x par la dé- 
rivée de la fonction. On Vappelle la différentielle de la 
variable y, et on la désigne par dy, de sorte que 

dy=y'h ou S (ah. 
La seconde partie est le produit de h par une quantité « 
quis’annule avec / : on ne s’en oceupe pas. 

De la définition de la différentielle, il résulte que la 
différentielle de la variable indépendante n’est autre chose 
que l’accroissement h. En effet, considérons la fonction 


YS 2; ; 
ona yYthkho=ath; 
par suite , | pec) (Ip 

k “ 
et enfin =}. 

h 


Ainsi, pour cette fonction de x qui est la plus simple de 
toutes, la dérivée est 1; par suite, la différentielle 
Ay. Ou 9» dei Sat = i 


Par conséquent, la formule générale 


y= ol, 

peut s’écrire hype das 
eee Reha Ly 
doul’on déduit ee 
r dx 


Ainsi la dérivée d’une fonction est le quotient de la 
différentielle de la fonction par la differentielle de la 
variable, C’est pourquoi on appelle aussi la dérivée rap- 
port différentiel ou coefficient differentiel. 

On dit encore que le coefficient différentiel est la der- 
niére raison (ou le dernier rapport) des accroissements 
simultanés des variables. Mais les aceroissements, étant 
nuls a la limite, n’ont pas a proprement parler de rap- 
port, et ce que l’on appelle ainsi n’est que la limite dont 
Je rapport de ces quantités approche indéfiniment. 
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15. La différentielle est susceptible d’une représenta~ 
tion géométrique. En effet, soit AMB ( fig. 1, page 7) la 
courbe représentée par |’équation 


k 
On a tang [MN = lim ; et or 
h 
Or IN = MN tang IMN. 
Done UNS ee 


ainsi IN représente la diflérentielle, si d’ailleurs 


MN =h = dz. 


On voit par la que dx et dy sont les aceroissements cor- 
respondants de x et de y quand on passe du point de con- 
tact M situé sur la courbe a un point quelconque I de la 
tangente, tandis que k ou M’N est l’accroissement de 
Vordonnée de la courbe correspondant au méme accrois- 
sement h = dx de l’abscisse. 

16. Toutefois , quoique IN et M’N soient en général 
bien différents, leur rapport tend vers Vunité; en effet, de 


: =y'+ a, on tire 


A=(y'’+a)h; 


ailleurs dy = yx! h, 
h = a 
done eae ae ae St - ) 
dy x 


et, si y’ nest pas zéro, 

lim ar Sang 
ainsi le rapport de Caccroissement de la fonction a la 
différentielle de cette fonction tend vers Cunité, pourvu 
que la dérivée ne soit pas nulle. 

C’est pourquoi la différentielle est appelée laccroisse- 
ment infiniment petit de la fonction, mais ce n’est pas 
toujours exact, puisque « n’étant pas rigoureusement nul 
(si ce nest pour y = x), k west pas précisement sgal 
a Vh, fs 
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DEUXIEME LECON. 


Proprictés générales des fonctions dérivées. — Différentielle d’une fonction 
de fonction. — Différentielle d’une somme, d’ur produit, de fonctions 


d’une seule variable indépendante. 
Z 


PROPRIETES GENERALES DES FONCTIONS DERIVEES. 


A7. De Ja relation ¢ 
k=(y’+a)h, 


trouvée daus la derniére lecon, on peut déduire plusieurs 
conséquences remarquables. , 

Attribuons a x une valeur déterminée, y’ aura aussi 
une valeur déterminée; si l’on donne ensuite 4 x un 
accroissement suflisamment petit, le signe de y’+ a 
sera le méme que celui de y’, puisque @ peut devenir aussi 
petit que l’on voudra; le signe de k sera done celui de 
y'h, et comme nous supposons / positif, & aura le signe 
de y’. Done si y’ est positive, / l’est aussi, c’est-a-dire que 
la fonction va en augmentant, et si y’ est négative, la 
fonction va au contraire en diminuant. Ainsi une fonc- 
tion croit ou décroit a partir dune valeur déterminée 
de x, suivant que sa dérivée est, pour cette valeur, posi- 
tive ou négative. 

De ce qui précede, il résulte que si la dérivée d'une 
fonction reste constamment positive depuis la valeur a 
jusqu’a la valeur 6 de x, la fonction croitra continuel- 
lement dans Je méme intervalle; ce sera le contraire si la 
dérivée esi négative. 

Prenons pour exemple la fonction 
Y= eas Folds pues es ih 


Construisons Ja courbe représentée par cetic équation. 
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Fig. 2. Pour x=0 ona y=r, 
| 
| Mm” eS28 y=? I 
eres ah — ove 
he 3 
Mi \w" I 
A poh yin 3? 
| 0 Set aan 
1 
ry H=—t, yo—-4 3 


En construisant ces différents points, on reconnait que 
la courbe présente a peu prés la forme MM’ M’ M”. 

Mais si l’on veut savoir quand l’ordonnée va en crois- 
sant ou en décroissant, on prendra la dérivée de y. On 


aura 
yae—hat+3 = (x —1) (x — 3). 

On voit alors que si l’on fait croitre x de 0 a 1, y’ est 
positive ; lordonnée ira donc en augmentaut depuis le 
point M/jusqu’au point M”. Pour le point M’, dont l’ab- 
scisse est X==1, ona 

py 
c’est-a-dire que la tangente en ce point est paralléle a l’axe 
des x. Si Von fait croitre ensuite x depuis 1 Jusqu’a 3, y/ 
devient négative ; l’ordonnée va donc en diminuant de- 
puis le point M” jusqu’au point M”; et comme y’= o 
pour x = 3, la tangente en ce dernier point est encore 
paralléle a axe des x. 

Enfin si ’on donne a x des valeurs croissantes A partir 
de 3, y’ est constamment positive; l’ordonnée de la courbe 
va donc toujours en augmentant a partir du point M”. 
On voit de méme que sil’on donne a x une valeur négative 
quelconque, y’ est positive, et que par conséquent pour 
des valeurs négatives de x et croissantes, les valeurs de y 
correspondantes vont aussi en augmentant. Il, faut bien 
remarquer qu'une quantité négative augmente quand sa 
valeur absolue diminue. 
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18. Reprenons la formule 
k=(y’+a)h; 
on peut en déduire que sila dérivée d’une fonction est 
nulle pour toutes les valeurs de x comprises entre a et b, 


cette fonction a une valeur constante dans cet inter- 
‘ 


valle. 


a 


a ; weak 
Nous supposerons a < 6. Puisque lim == of par 
v 
hypothése, on aura, pour une valeur quelconque de x 
‘ k f 
comprise entre a et b, oe e en valeur absolug, pourvu 
2 


que /: soit suffisamment petit; ¢ étant d ailleurs une quan- 
tité déterminée qu’on peut prendre aussi petite que l’on 
voudra. On déduit de la ‘4 


k<eh. 


Considérons actuellement deux valeurs quelconques de 
XL, XH, et X,, comprises entre a et b; je dis que les valeurs y, 
et y2 correspondantes seront égales. En effet, donnons a x 
une suite de valeurs comprises entre x, et X,, croissant 
@ailleurs par degrés égaux ou inégaux, mais assez petits 
pour que lon ait, pour une quelconque de ces valeurs, 
k<eh, k étant pris en valeur absolue. Nous aurons ainsi 
une suite dinégalités de la méme forme; et si nous les 
ajoutons, il en résultera que la somme des accroissements 
successifs de la fonction y pris tous positivement sera 
plus petite que la somme des produits eh, c’est-a-dire 
plus petite que le produit de la quantité ¢ par la somme 
des accroissements de la variable x2, savoir x,— 2. 
Donc a fortiori la somme des accroissements successifs 
de la fonction pris avec leurs signes, ou v¥2— J, est plus 
petite que ¢ (x,— x,), done 


SY A) es 6) A aah e (t,— Di}§ 
et comme ¢ peut étre rendu aussi petit que Von voudra, 
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il s’ensuit que y,— y, est plus petit que toute quantité 
donnée, c’est-a-dire 


J2—-N=HO, OU N= 
La fonction y conserve donc la méme valeur pour toutes 


les valeurs de x comprises dans l’intervalle considéré. 
Ce qu il fallait démontrer. 


19. Le rapprochement des deux propositions précé- 
dentes conduit encore a cette conclusion, que sz une fonc- 
tion est croissante dans un certain intervalle, sa dérivée 
ne peut gevenir négative dans cet intervalle ; mais elle 
peut passer une ou plusieurs fois par zéro. De méme, si 
une fonction est décroissante, sa dérivée sera négative, 
mais elle pourra s'annuler pour une ou plusieurs valeurs 
particuliéres. 


20. Si la dérivée d'une fonction était constamment 
infinie, x serait une constante, car si 


are 
IN == co 
h ‘ 
ah 
on 4 lim 7% 


et en répétant les mémes raisonnements , on en déduit que 
deux valeurs quelconques de x, x, et x2, sont égales. 


21. Nous avons désigné jusqu’ici les accroissements si- 
multanés des variables x et y par les lettres h et k; mais 
comme on aura bientét a considérer un plus grand nom- 
bre de variables, .il devient nécessaire d’employer une 
notation qui rappelle toujours a quelle variable se rap- 
porte chaque accroissement. On se sert a cet effet de la 
caractéristique A, Ainsi, quand on considére plusieurs 
variables x, y, z, u liées entre elles par des équations de 
maniére qu'une seule soit indépendante, on représente 
les accroissements simultanés de ces variables par Ax, 
Ay, Az, Au. Si Von prend x pour variable indepen 
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dante, les rapports 
as Az Au 
Aa’ Aa Aw 
auront pour limites respectives 
dy dz du 
ee 
dx dx dx 
quand Ax décroiira indéfiniment. 
22. Si deux fonctions sont égales pour toutes les va- 


leurs dela variable indépendante, beurs différentielles ou 
leurs dérivées sont égales. 


En effet, soient uw et v deux fonctions égales de x. 
Donnons a x un accroissement Ax; soient Au et Av les 
accroissements correspondants de u et de v; on aura 

u—-- Au =v-+ Av; 


et comme u =v, on en déduit 


Ni NG, 
Au Ae 
dou — = 
Ax Ax 


Cette équation ayant lieu quelque petit que soit Ax, aura 


cn Toe At é 
lieu encore a la limite; or la limite de i estla dérivée de 


du dy 
u ou —: de méme la limite dee “* est —: done 
dx- Ax dx’ 
du do 
os == ou du=dp. 


,Le méme théoréme subsiste quand les deux fonctions 
proposées ont une différence constante; car, soit 


Th aS TGs 
en changeant xen x + Ax,ona 
u+Au=v-+Av+e, 
et comme u= +c, on en déduit encore 


Au Av 
WN) memes (D5 aS 
Ax Ax 
. du de 
par suite, We =o ie? 


I. 2 
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ou enfin diay, 
cest-a-dire que deux fonctions qui ne different que par 
une constante ont la méme différentielle. 

23. Réciproquement, si les différentielles de deux 
fonctions sont égales entre elles dans un certain in- 
tervalle, ces fonctions auront dans cet tntervalle une 


difference constante. 
En effet, soit yla différence u— v; et supposons que 


Von ait 
du dv 
dx dx 
De l’equation yxy =u—e 
on tire “oy + Ay se u+Au—v— Adv, 
ou AND as IN PN 


Ay Au Av 


Ac Ax Aa’ 


ou enfin, en passant a la limite, 
dy ,du~ «de 


CE ee aC) 
dx da dx 


elas Ly : 
Ainsi = est nulle, et par suite y est une constante. Ce 
UX 5 


qu il fallait démontrer. 


DES FONCTIONS DE FONCTIONS. 


24. Quand on a 
w==9(y); 
y étant elle-méme une fonction de x, f(x), on dit que u 
est une fonction de fonction de x. 
Pour obtenir la dérivée de u par rapport a x, on pour- 
rait remplacer y par f (x) dans 9 (y) , ce qui donnerait 


u=elf(2)], 
mais il est possible d’éviter cette substitution. En effet, 
on a l’équation identique 


Au Aw Ay 


Ax Ay Au’ 
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dans laquelle Ax étant Vaccroissement de la variable in- 
dépendante, Ay et Au sont les accroissements correspon - 
dants de wet de y. Si lon suppose que x diminue indé- 
finiment, l’égalité ayant toujours lieu, aura encore liéu 


en i Ae, Para 
a la limite. Or lim ap? cet la dérivée de u par rapporta 
& ‘ 


du. Ay j Au 
x ou —; lim —= f' (x): quant a lg limite de. —; c’est 
at Te Ba ( ) 34 de re c est 


o'(y) ou la dérivée de 9(v) dans laquelle y serait con- 
sidérée comme variable indépendante, car cette limite ne 
dépend pas de la relation qui existe entre y et x, et il suf- 
fit, pour qu’on lobtienne, que Ay décroisse jusqu’’ o. 


Donc 
(1) =o (y)f' (@).o 


Ainsi la dérivée d’une fonction de fonction est égale 
au produit des dérivées de ces fonctions. 


25. On peut écrire l’équation (1) sous une autre forme; 


dy 
Aoariy cl 4 
en effet, si on y remplace f (x) par —> on aura 


I 
“el 
Now 

| 


et, par suile, 
du = 9’ (y) dy. 

Sous cette forme on voit que la différentielle de 9 (y), 
y Gant égale A f(x), s obtient en prenant la différentielle 
de 9 (y) comme si y était Ja variable indépendante; car 
dans cette hypothése la différentielle de o (y) est’ (y) dy; 
seulement il faudra avoir soin dans Papplication de rem- 
placer dy par sa valeur f’ (x) dx. 

26. Entin, on peut metire encore I’équation (1) sous 
une auire forme, en remarquant que 
du dy 

tan fa yes ae 


hE WAS Mek 


ee cine 


ona dx” dy | de 


20 COURS D ANALYSE. 
Hl ne faut pas croire que cette équation soit une iden~ 


ry seal : du 
tité; car dy n’a pas la méme signification dans — et dans 
dy 


dy A 5 ee P ;. 
ae dans la premiere expression, dy désigne l’accroisse- 


ment infiniment petit de y regardée comme variable in- 
dépendante; tandis que dans!’ autre, dy est ladifférentielle 
de y considérée comme fonction de x. 

Soit comme exemple 


gy ey V2?— a?: 


m 


dou u = (Ve?—a?)"= (a? — a?)?. 
On aura d.y”"= my” dy, et, puisque y = x? — a’, 
i BPs os dz ; 
a V2— a 
done 
_-- awa kei aly 
du =m Ceo a?)" pales alt (V2? — a)” *xdx. 


V2? — ee 
27. Silona 
e=(e), u=ely), ry=S(2), 
ona, d’aprés ce qui a été démontré précédemment , 


dp='(u)du, dusaq(y)dy, dy= falar, 


donc dv=¥' (u)¢' (y)f' (x) dz, 
ou, en divisant par dx, 

d 

== (u) 9(x)I" (2), 


de sorte que la dérivée de la fonction v est égale au pro- 
duit des dérivées des trois fonctions dont elle est for- 
mée. Cette régle, comme on le voit facilement, s’applique 
4 un nombre quelconque de fonctions. 


DIFFERENTIELLE D'UNE SOMME. 


28. Soit : 
DR UES OO ag 


x E “% 
u,v, z étant des fonctions de x. Changeons x en x-+- Ax, 
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nous aurons 
yt By Hut Au+ov+ Avo—s— Az, 
et comme yrmute—sz, 
ona Ay= Au + Av — Az, 

A Au Ag AZe 
ou “Seared eae 
passant a la limite 

dy du ad dz 
dx da da a 
ou enfin ‘ 


dy ou d(u+v—z)=du+ dv — dz. 
Ainsi la différentielle d’une somme de fonctions est égale 
alasomme des différentielles de ces fanctions. 

Si Pune des guantités u, v, z est constante, elle dis- 
parait dans la différentielle; c’est d’ailleurs ce qui résulte 
de la proposition démontrée plus haut, que les différen- 
tielles de deux fonctions sont égales, quand ces fonctions 
ont une différence constante. 

DIFFERENTIELLE D’UN PRODUIT. 
29. Soit a différentier 
=i, 
u étant une fonction de x et a une constante: changeons 
xenx+ Ax; il vient 
ytay=a(u+ Au), 


et comme 5h Se 
AY Au 
ona i WANE SA he 9 
2x Ax 

dy du 


et a la limite 
ou enfin 
dy = d (au) =adu. 
Ainsi da différentielle d’une fonction multipliée par 
une constante s’obtient en multipliant par celle con- 
stante la différentielle de la fonction. 


30. Soit encore 
y = tt’, 
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on en tire y+ Ay = (u+ Au)(o + de), 
ou, effectuant le produit, 
xy + Ay = ue-+ oAu + wAY 4+ AU ALY; 
et comme WV = uv, ona 
Ssiess 0 Ni0e Skea +N AC, 
Ay Au Se Au 


ou —- = » — + SU — + — AN. 


eae Au : ; Au : 
A la kimite, oe Av devient nul, puisque Ap une hi- 
x x 


mite en général finie, et que Av devient nul; done 


dy be: du adv 
dx dx at dx” 


ou enfin 
dy = d (us) = edu + ude. 

C’est-a-dire que la différentielle d’un produit de deux 
fonctions s’obtient en multipliant chaque fonction par 
la différentielle de Uautre, et ajoutant les résultats. 

31. Soit maintenant 

Snes Nilo 
ona d(u oz) = ezdu-ud{0z), d (vz) = 2de + wd2; 
done 
d(uvz) = vzdu + uzdv + uedz. 

On voit que /a différentielle du produit de trois fone- 
tions s obtient en multipliant la différentielle de chaque 
fonction par le produit des autres fonctions, et ajoutant 
les résultats, 

Cette régle est générale. Ainsi l’on aura 
d(uvz. Sit t) S02. dW SUZ. eh a0 U0. hasan eee Ce 
ou, en divisant par uvz... ft, 


Ca See 2) du dv dz dt 


= Ae Ses a oo Spee 
wes... u Qe Fd t 


On démontrera cette formule, soit directement, soit 
en faisant voir que si elle est vraie pour un certain 
nombre de fonctions, elle aura encore lieu pour ure 
fonction de plus. 
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TROISIEME LECON. 


Differentielle d’un quotient, d’une puissance. —Differentielle d’une ex- 
pression imaginaire. — Applications diverses.— Régles pour la différen= 
tiation des fonctions composees. $ 


P 
DIFFERENTIELLE DUN QUOTIENT. 
32. La diflérentielle d’un quotient peut se déduire fa- 
cilement de la différentielle d’un/produit. En effet, soit 


u“ 


Jaa 
yp 
onen tire i= Te 
e 
et, par suite, ody + ydv= dt. 


r “a 3 
On remplace y parsa vaieur — et l'on ebuent 
‘ v 


u 
vdy +—dv=da; 
y 
dot |’on tire 
ydu — ude 


u 
dy ou d— 
v 


= 

Ainsi la différentielle d’un quotient est égale au déno- 
minateur multiplié par la différentielle du numérateur, 
moins le numérateur multiplié par la différentielle du 
dénominateur : le tout divisé par le carré du dénomina- 
teur. 

On peut encore arriver a ce résuliat par une méthode 
plus directe. En effet, on a 


A u+Au u 

hae Be tia, v 

n vAu—udyv 

BOY so: 3 

ie y(v—- Ag) 
Aw Ao 

0 — — WwW — 
Ay Sz Ax. 


et, par consequent = = 
Pp I Y A \ 
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du de 
ay 
assant a la limite La ae 
P oe a lon y? % 
u edu —udv 
ou enfin dy ou d- = ——__.. 
v Vv 


On peut remarquer que si le numérateur wu était con- 
Z 2 ee ee udy 
stant, la différentielle se réduirait a — —. 
v 


DIFFERENTIELLE D'UNE PUISSANCE. 

33. Soity = u™, m étant un nombre entier et positif; 
nous avons vu que 

d(uvz...¢) = uez,..tdu+uz...tdv-+...+ uvz...dt. 

Supposons que ces facteurs au nombre de m devien- 
nent tous égaux; on aura 

Bole =U Van. 

Ce résultat est aussi une conséquence immédiate de la 

régle pour différentier les fonctions de fonctions. On sait 


que sil’ona 
ay (zt) et UIE) y 


on aura dy = 9! (u) du; 
donc, puisque diz? =ma"—", 
on aura aussi devine sh din. 


Voici enfin une troisieme méthode, plus directe que: 
les précédentes. Donnons a x un accroissement quel- 
I gq 

conque et soit U ce que devient uw; nous aurons 
y+ 4y =U", 
et, a cause de y Se 
Ay = U" — uw" = (U — a) (U"' 4 UTI e+... ta) 
Ay Au 
ou ae ae ee Urs ye ul + wee yr"), 
Ax Awe ) 
Si Von passe a la limite, U se confondant alors avec u,. 


ona 


dy du 
ae = me << inun"ak Vous dy == nul ae 
ie dx 


= 
34, Supposons actuellement que l’exposant m devienne 
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égal 4 une fraction positive = on aura 
P 
FSONCor FS wu", 

Comme p et q sont entiers et positifs, nous pouvons, 
en prenant la différentielle des deux membres , appliquer 
la régle précédente, ce qui nous donne 

gy? dy = pul du 


ou qy 1 dy = puP—ydu. 
ee 
Mais ylsuP et yu; 
eC 
pul 
donc dy =— —du, 
Gt P 
ou enfin 
P P 


En remplagant # par m, nous retrouvons la formule 
ad 


ad.u® = mut du. 


35. Enfin, supposons que m = — n,n étant dailleurs 
un nombre entier ou fractionnaire; on a dans ce cas 


I 
—. —nh — . 
jet ou y=} 


“ 
: } ODPL nur 
par suite, ay = — pera ees Te 
ou enfin 
d.u-" = — nu" du, 


ce qui donne encore, en remplacant — 7 par m, 


ad.u= = mu" du. 


Ainsi cette formule est vraie, que l’exposant m soit positif 
ou négatif, entier ou fractionnaire. 


36. Ceite régle sert a différentier les radicaux. 


I { 
= Sot du 


1 
. > aa nm SS 
nsi n ees ee Tf du oor —— 
Au sme lu SS lS * - Yul 
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Dans le cas particulier ok m= 2, on a 
du, 

2Vu 


DIFFERENTIELLE D'UNE EXPRESSION IMAGINAIRE. 


dVu= 


37. On sait que les expressions imaginaires résultant 
du calcul algébrique peuvent toujours se réduire 4 la 
forme 

eonaen 
Si, comme en Algébre, /—r est assimilée & une con- 
stante, on aura, parle changement de x en x+ Ax, 


y+ hAys=u+ Aut (v+ Ao) Wart, 


et comme fe sn to V1 , 

on aura Ay = Au-+ Ae = 15 
\ A Au Av — 

Vou By ie Soon Sa 


et a la limit ys able | Va 
ta la e sed EEE «SS PE 
? ad dc dx . 


ou enfin 
dy ou. d(u+oV—1) = du + dv J—1. 
Ainsi la différentielle @une expression imaginaire s’ob- 
tient comme celle @une somme, pourvu toutefois que 


> On re oe | 
{ on considére es I comme une constante,. 


APPLICATIONS. 
38. Les régles précédentes suflisent pour diflérentier 
toutes les fonctions algébriques explicites. 


ens - ¢ 
1°. Soit dabord yoma+tbyx—--> 
x 


Pour différentier cette fonction, on la met sous la forme 


iy 
Ya OR ee 
et Von obtient 
bide ede 


2. \/ ra cae ee 


1 -! 
dy se bx.” dake ep da S= 
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ro 
: 2 dy b c 
dou Von tire Gidew Cniynfin 
dx 2 Vac coe 
c ec 
Dae y= a+- ee ae 
Niessen Need 2 
iy 24 eth 
ou Ymat+ vx >—cxe '+ex7?- 
é 


Différentiant, on a 


ayn — (- oa) + iu enn co) dE 


3 3 
2b he 2 
ae 2 de 
aT (-- y= ee dz, 
. 32 Va? 327° V2 ie 
é . dy 2b 4c 2e 
dou enfin, = = — y= +> — S° 
dx page Satya 2 
(4 
20) fn sa ete OEE 
Posons a+ bo" =u; 
ona yuu", 


par suite, 
Or 


done 


hy =U ak, 


dijo) 0 ce aa 


Bend (a Dr gl le, 


Voici encore quelques exemples, que je me dispenserai 


de développer. 


20 + ata? —5 xi 


Gos a} (a +2") Va? —2', Oi Aras se “das 


ad 


ee 


CO ee 


6. y=f(a+2), 
7°. ¥ =a + bz’), 


8°. y=s($), 


9°. 


Va? — 2? 
ty BO 2) Vee 
Sime AES: 
dy = f' (a+ x) dx. 
dy = 2f' (a+ bx?) bx dx. 
dy = — af (“) i 


Gene ob 


\ 
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39. Nous allons montrer maintenant comment le cal- 
cul différentiel s’applique a la détermination de courbes 
jouissant de propriétés données. 

1°, Trouver une courbve telle, que la sous-normale NP 
aut pour chaque point une longueur constanteé a. 

On aura, en supposant les coordonnées rectangulaires, 

NP = MP X tang PMN, 


: ly 
Mais MP=y, tang PMN = tang MTN = =; 
ax 
d 
donc NP == +2. 
dx 
yay 
J] faudra done poser “+ =a 
‘ dx 
Fig. 3. De la on tire 
yay =2dz, 
ou 
Dy ay == 2a ae. 
Or 
oy dy == d (¥*) 
- et 
2.4.dxns= d (2 az); 
donc d(y?)=d (2az). 


Mais on sait que deux fonctions qui ont la méme diffé- 
rentielle ne peuvent différer que par une constante : donc, 
en appelant c une constante arbitraire, on a pour l’équa- 


tion du leu 
a 2ax+c. 


Cette équation représente toutes les paraboles qui ont 
le méme paramétre 2 a, et pour axe commun I’axe des x. 

2°. Trouver une courbe dont la sous-normale soit 
une puissance donnée de l’abscisse. 

On aura alors 


~ d 2 ae 
lcd Sa Hal Lal i = 200s ’ 
da 2: m-+i 
dot 
a a ain {-1 ae c 
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20 4 ayy A . s 
ee Trouver une courbe dont la sous-tangente PT soit 
en raison inverse de l’ordonnée. 
Cette courbe a pour équation différentielle 


ydz_ a 
A 
puisque l’on a PT = MP cot MTP = ee 
dy 
. . 2 
On tire de cette équation dz = " ae 
ips 
a rien 
Or = =——d ot 
a? 
done 4 a $d, 
ou Ly —cy=—a’. * 


Ainsi le lieu est une hyperbole équilatere dont une asymp- 
tote est l’axe des x et autre asymptote est une paralléle 
a l’axe des y. 

4°. SiVon cherche la courbe dont la normale MN est 
constante, il faudra poser 


yy dy? 

2 — 2 

ae dx? ¢ 

es d 

dou v= = at— y? 

d 

et gees sis 2 
¥a—y¥? 

dou z= Va?— 7? +c, 

et enfin (x —eP+ty=a’. 


Ainsi la courbe cherchée est un cercle dont Je rayon est a 
et dont le centre est sur l’axe des x. 


DIFFERENTIATION DES FONCTIONS COMPOSEES. 


40, Aprés avoir vu comment on différentie une fonc- 
tion de la variable indépendante , nous allons différentier 
une fonction composée de plusieurs fonctions de cette va- 
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riable, et @abord de deux. Ainsi, soit 


Vea se), 
u ety étant deux fonctions de la variable indépendante; 
a devenant x-+-Ax, u, v, y deviennent respectivement 
ut+Au,v+Av, y+ Ay. Mais au lieu de changer a la 
fois wen u+ Au, et v en v+ Av dans f(u,v), il re- 
vient au méme d’effeciuer ces deux changements lun 
aprés autre. On aura d’abord, pour la différence entre 
les deux états successifs de y, 
JS (ut Au,o) —f(u, e). 
Divisons ce résultat par Au, et passons a la limite, 


en regardant » comme invariable. On aura 


, F(u+Au,o)—flu,e) _ df(u,e) __ ; 
i Au ‘ak du FELGILEG MY 


On aurait, de méme, 


lim? 6? 0+ d0)—f (u, 0) er df (uw, ?) 
Ae ary de 


= (4, 0); 


de la on conclut que, « et 6 représentant des fonctions 
qui s’évanouissent en méme temps que Ax, on a 


(1) ff (ut du,o)—f(u, 0) =[e(u,e)+a]Au, 
(2) f(u,e+dAv)—f(u, eo) =[b(u, 7) 4-6] Ae. 
Changeant wu en u+ Au dans (2), il vient 


S(u+ Au,e+ Av)—f(u+ Au, -e) 
=[v(u+dAu,o) + 6’] Ae, 


(3) 


6’ désignant ce que devient 6 quand on y change u en 
u+ Au, ets’'annulant comme 6 en méme temps que Ax. 
Ajoutant maintenant (1) et (3) membre a membre, et 
divisant par Av, ona 
S(u+ Au,o+ Ac) —flu,e) 
Ax 
Au Xo 


={el tehalin ck [bV(u+dAu,¢) DS 
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ce qui devient, a la limite , 


dy du do 
SA Ve) “- HAE 0) 


dx r 
ou dy = o(u, 7)du + )(u,e\ dv, 
ou enfin 
dy dye 
dy =. — du + = da, 
F du do ff 
dy d 
Il faut seulement observer que, dans 7, et —-, uetyv 
au v” 


doivent étre considérées comme des Variables indépen- 
dantes, tandis que, dans les facteurs du et dv qui multi- 
plient ces dérivées partielles, on doit regarder u et v 
comme des fonctions de x. 

4. Le méme théoréme subsiste pour une fonction 
d’un plus grand nombre de fonctions de la variable in- 
dépendante. Ainsi, soit 


rok ee ae 


On a 
Ay =f(4 + 44,0 + dv, 2-+ bz) — fu, 0, 2). 
~ dy ; ; 
Si l’on pose Fy (a 9 2), 
dy 
ay oe (ts Ps 2) 
d 
= x (u, 0, Zr, 


on aura, d’aprés les considérations qui précedent, 
(1) f(ut Au,o,2z)—f(u, °,2)=[¢(u,e,z)+a]au, 
(2) f(w,¢+Ae,2) ~ f(u,», 2) =[$(4,¢,2) +6] Ae, 
(3) f(u,°,2 +42) —f(4, ¢, 2) = [x (4,0, 2) +7] Az. 

Faisant varier u dans (2), on a 

flu+ Au,o+ dy, 2z)—f(ut Au, e, 2) 

(4) = [b(w+ Au,e, 2) + 6'J Av, 

Faisant varier u et v dans (3), ona 
{ f(at aue + ao,z + Az)—flu+ Au,o + Ag, zZ) 


(5) =[y(u-+ Au,e- Av, 2) ++ y' {| Az. 
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Ajoutant (1), (4) et (5) membre a membre , et divisant 
par Ax, il vient 

A A Ae 

AY = [o(uyey2) +a] go HUY (ut Au, 0,2) +6) 
Az 
+[y(u+ Au, + do,z) see bees 


et, ala limite, on a 


ou enfin 


De la on peut conclure en général que la différentielle 
dune fonction y dun nombre quelconque de fonctions 
de la variable indépendante s’obtient en prenant succes- 
sivement la différentielle de la fonction y, par rapport a 
chaque fonction de la variable indépendante, dans la~ 
quelle seule cette variable serait supposée varier, et ajou- 
tant toutes ces différentielles. 

Cette régle donnerait la différentielle d’un produit 


de fonctions considéré comme une fonction de ses fac= 
teurs. 


QUATRIEME LEGON. Bs) 


QUATRIEME LECON, 


Notions générales suv les séries. — Théorémes sur la convergence des 


4 


ne bp ehGk oe bi. f a2 
series.— Application a des éxemples.—Limite de ie +-)- 
, m 


f 


NOTIONS GENERALES SUR LES SERIES. 


42. Avant de passer a Ja différentiation des fonctions 
iranscendantes, il est nécessaire établir quelques no- 
tions générales sur les séries. 

Une série est une suite composée d’un nombre infini 
de termes formés tous d’aprés une loi déterminée. S,, re- 
présente, en général, la somme des ‘n premiers termes 
dune série. Ainsi, uw, U2, U;3,..., u, désignant divers 
termes successifs de ]a série, a partir du premier, on a 

S,mu tu,+u+...4+ m&. 

Si, a partir d’une valeur de 7 suffisamment grande, S, 
approche indéfiniment d’une limite finie et déterminéeé, 
quand on prend 7 de plus en plus grand, la série est dite 
convergente, et la limite S vers laquelle elle tend, est 
dite la somme de la série. La différence 8 — S,, que Von 
désigne par R,, est appelée le reste de la série. On a 
donc, par définition , 

R58 S,, on SoS, -+ BR, 

Si, au contraire, la somme des 7 premiers termes n’ap-= 
proche pas indéfiniment d’une limite fixe, quand n aug- 
mente indéfiniment, la série est divergente. 

Une des séries les plus simples est la progression g¢éo- 
méirique 

@ Wahi Oks ae ah ea jets 

Cette série est convergente, si la raison k est plus pe- 

tite que l’unité. En effet, on a, quel que soit k, 
hoe) 
Sie Qa aak aah a ere ake! Se Si eae ae 


I. 3 
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a ak" 


tighter’: 


ou She 


ak? 


1—f 


Or on voit que si A est moindre que unite, 


peut devenir aussi petit que lon voudra, et dés lors 
a 


T= S sera la limite vers laquelle tend S,. Si, au 
ae 


n 


: a oe 
contraire, k >1, SEE peut surpasser toute quantite 


donnée, et la série est divergente. Il en est de méme si 
po ie : 


THEOREMES SUR LA CONVERGENCE DES SERIES. 


43, La somme d’une série convergente est une quan- 
tité déterminée qui souvent n’est pas susceptible d'une 
autre expression : elle peut étre employée dans le calcul 
comme une fonction des lettres qu'elle renferme. Il est 
done important de savoir si une série est convergente. 
Voyons done en général comment on pourra reconnaitre 
ce caractere. 

Pour qu’une série soit convergente, /a condition néces- 
saire et suffisante consiste en ce que la somme d'un 
nombre quelconque de termes au dela du n°’, u,, soit 
aussi petite que l’on voudra, sin est suffisamment grand. 
Cette condition est nécessaire puisque , les deux sommes 
S, et S,,; devant converger vers la méme limite lorsque 
n est de plus en plus grand, leur différence doit tendre 
vers 0. Elle est suffisante, car si 


Une) ieee Se as Sh eae 
est compris entre —e et + ¢, S,,; sera comprise entre 
S,—eetS,+¢, limites qui se rapprocheront de plus en plus 
a mesure que m augmentera, v restant le méme » mais 
pouvant @ailleurs étre supposé aussi grand qu’on voudra. 


44. De cette condition fondamentale résulte la) sui- 
vante : qu’a@ partir d'un terme u,, n étant assez grand 
les termes doivent finir par devenir plus petits que toute 
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quaniité donnée. Mais cette condition, qui est néces- 
saire, n’est pas suffisante. Ainsi l’exemple ci-dessous offre 
une série dans laquelle cette condition est évidemmeni 
remplie, mais qui n’est pas néanmoins convergente , 


ae: 
3.4 
car, en mettant la somme de la série sous la forme 
‘vig tigers Le s Me ee I 
a te Naa ote (54 6 7? 8 
I I I | 
+ (4 a (eye, 
9 1 17 20) 


on voit que chaque partie renfermée entre parentheses 
- 


1 I I I I 
P+—-+5+ 5+...4-+ —— : weet — bee 5 
2 n para nara Age oie 
f 


I : ars Bers 
est plus grande que 5? et comme il y en a une infinité, 
la série a nécessairement une somme infinie. 


45. En général, pour reconnaitre si une série est con- 
vergente, on compare ses termes, a partir d’un certain 
rang, 4 ceux d'une autre série qu’on sait étre conver= 
gente, et s il arrive que les termes de la premiere soient 
inférieurs ou au plus égaux 4 cerf& de la seconde, alors 
cette premiere série est convergente. On peut se dispenser 
de comparer les premiers termes. 

En comparant une série a une progression géométrique, 
on est conduit aux théoremes suivants. 

A6. Tutorime I. — Une série dont tous les termes, ou 
du moins les termes trés-éloignés, sont positifs, est con- 
vergente si, a partir d’un certain terme, le rapport d’un 
terme quelconque au précédent est plus petit qu'un nom- 
bre déterminé k , qui est lui-méme plus petit que Vunité. 

Ainsi, supposons qu’a partir de uw, cette condition soit 
remplie. On aura, m étant plus grand que 7 , i 


Dies 
Um» Ke Fits 


et A fortion, DF nT A 


Se 


Dy ad .* my i. 
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de meme Wnpiin aes Whe. 


Umi <a hi Un 5 


on aura done 


Uma Umget Umaga gy be ee Uni Cem (FA FREE. L+H). 


/ ee fit 
Done Umat te Unpack. «et Gni< Um See te 
; kha 
Or SAB Ay 


est une quantité finie, quelque grand que soit 7, puisque 
k <1; @ailleurs u,, << A"-” uw, peut devenir plus petit que 
toute quantité donnée, en prenant m assez grand ; par suite 
Winger TK Umpe Hee ote Ung; peut devenir inférieur a tout ce 
que l’on voudra, en prenant m suffisamment grand. Donc 
la série est convergente. 

Au contraire, elle est divergente si l'on a k > 1. 

Effectivement, si a partir de w, cette condition est rem- 
plie, les termes deviennent de plus en plus grands. 


AT, Tutonbme I.— Une série est convergente, si a 
partir d’un certain terme on a constamment 


o 
Nitin hk, <a 
En effet, on aura, d’aprés cette condition , 


Una te Une. 6 ee Uni see ie oe ae Sr (Seer 


ou bien tay: + Unge e+ tpg Bt 


ou Von conelut , comme précédemment, que la série est 
alors convergente. . 

Au contraire, la série est divergente , si l’on a toujours, 
a partir d’un certain terme, 


Vtg > Hae 
Et, en effet, comme de 1A on déduit u, > k", il s’ensuit 
quen prenant 7 suffisamment grand, u,, et a fortiori 
le reste de la suite, sera plus grand que toute quantité 
donnée. 
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48. On a supposé jusyu’a présent que tous les termes 
de la série, ou du moins les termes trés-éloignds, étaient 
positifs. Soit maintenant une série dont les termes aient 
des signes quelcongues. 

Si la nouvelle série qu’on obtient en prenant positive- 
ment tous les termes au dela dun certain rang est con- 
vergente, la série proposée le sera aussi. Effectivement, 
le reste de la série donnée a une valeur absolue moindre 
que le reste de la série wansformée ; par conséquent, il 
peut devenir moindre que toute quamiiné donnée. 

Cette condition de convergence est suflisanie, mais non 
pas nécessaire. 

4Y. Tuéoreme UI. — Une série esi convergente quand 
les termes eloignés sont alternativeivent positifs et né- 
gatifs, et vont en décroissant indéfiniment. 

En effet, supposons que cette loi se vérifie, dans la série 

i bg ig oe = ey, tg Un 1 eg -2 ot Upt..., 

a partir d'un terme w,,, que nous supposerons positif. 
Appelons U,4:, Un x2, Un4s, ete., la valeur absolue des 
LEPMES Un414 Unys, Un4s, etc. On aura, p élant >n, 

Sp== Sat (Une: — Unter) + (Unas— Unes) +: 
On voit par la que 


S, >> Sr. 


On a aussi 

Dp 8, U0 ( Un42— Un4s) — (Uns oF Unies any 

Sous cette forme, on voit que 

Sp <i Sp == Un4t 3 
donc ona 
Sn << Sp << Sn os Urit- 
5 3 ! ; ai 

Donec 5, est toujours compris entre S, et $8; + Uni, et 
comme U,,, peut devenir aussi petil que Pon voudra, 
la série est convergente. — 

50. On considére quelquefois, dans le calcul, des sé- 


ries imaginaires de la forme 
( “ye M% yee) aie ine V2 vo I yee Wes oe lin FP VY LR wees 
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Cette série sera convergente, si les deux sommes 
Diva =} Wifes © Uw ey, OE Ont Os = ol nt ise 


sont convergentes. 


ETUDE DE QUELQUES SERIES. 


51. Nous allons appliquer les régles précédentes a quel- 
ques exemples. 


x? 3 


Tie ihitah = eat 


a" 


Wepginrnd tebicme ar om eres 


Cette série est convergente , quel que soit x. En effet, 
ona 


ap 
ne oe Teo es 
. aP-! 
et aussi up == ae 3 5 ie Ae: = 
Vou is ad 
up P 


On voit par la que le rapport d'un terme au précé- 
dent finira toujours par devenir plus petit que tout ce 
que Pen voudra et, par conséquent, plus petit qu'une 
fraction quelconque k. Done la série est convergente, et 
cela que x soit positif ou négatif. 

On peut savoir quel est, dans cette série, le plus grand 
terme pour une valeur donnée a x. 

Supposons que Von ait 


VW Di ees 
le plus grand terme sera 
ac 
Pietd. fone 
En effet, on peut le meitre sous la forme 


1 by a x x 
= nae Xe ON cane 


et alors on voit que chaque facteur étant plus grand qae rt, 
le produit augmente A mesure qu'il y en a plus; on voit 
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N e . . - a Te ri 

en meme temps que ce produit diminuerait si l'on y ajou- 
iait plus de facteurs; car les facteurs suivants seraient 
moindres que Punité. 


7 7 5 ie F xr! 
Supposons qu’on s’arréte a : 
ee ee eee 

veuille avoir une limite supérieure du reste R,. On aura 


et qu’on 


RR. = x es ve Le 
a Te Reet Ut Pes inne 5 


dou 
an gee 2 #7 x 4 
Peat fg Pe SRS Ee nie sem 
a / rf 0 
; T.2..2 | WEI idee Ns (2-+1)* z 


ou, en supposant 7+-1 > x, 


ee x 
Ri a x = ? la 
2. ee fa 
ou, enfin , 
ist I 
fe, seh ; : 
W214. Sela 


2°. Les différents termes de la série 


a Gee 
COS 22 +... + -~ cosrx +... 
re LPR ALA 


t—- 2 COS © = 


sont plus petits que ceux de la série précédente. Done 
la nouvelle série est convergente a plus forte raison. 


7 2 3 opt 
30 ; uf XL ve XL 


On a, dans cet exemple, 


Whee n 


ns eee 


tye m+t+t 


Comme ce rapport tend vers x a mesure que 7 aug- 
mente, il en résulte que la série est convergente pour les 
valeurs de x comprises entre — x et + t. 


On arrive 4 la méme conclusion en appliquant le se- 
cond théoréme. 


On peut facilement trouver une limite supérieure du 
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reste R,,. En effet, on a 


ger yikes 


{Es ee + —- — ete I+ 2x Bil ar aes 
ft +1 or ae erat ot 1 Ls 4 ), 


ph-\ 
at 


ou, puisque x est moindre que 1, 


Ra << 


ge! I 


m-+i I— & 
4°. Considérons cette autre série 


m(m—1) , 
I+ ma - ——— v*+... : 
a Gee? 


On a, dans cet exemple , 


prs __ m See ee e sere :) o 
Up P \ P 

Par la on voit que si x < 1 et > 0, quand p est suffi- 

samment grand, les termes finissent toujours par deve- 

nir alternativement positifs et négatifs, et par décroitre 

indéfiniment. Done alors la série est convergente. Elle 

lest encore si 2 < o et que sa valeur absolue soit plus 


: Ups : : 
petite que 1; car dans ce casle rapport +— finittoujours par 
u 
Pp 


étre, en valeur absolue, constamment plus petit qu’une 
fraction quelconque k plus grande que x. Si x positif ou 
négatif est plus grand que 1, la série est divergente, car 


m+ ries : 
—1} x finit toujours par surpasser 1. 
P 
5°. Soit la série 
ia | ; 1 T 
w i+ ont Bat 


= Pieters 

Elle est divergente quand m =1 oum <1, et conver- 
gente quand mz > 1. 

En effet, quand m—= 1, ona 
{ 
3 


série dont la divergence a été démontree (44). 


(2) Ech Shame rola ec 
2 4 
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Quand m est < 1, la série (1) est a plus forte raison 

divergente, puisque ses termes sont plus grands que les 
terines correspondants de la série (2). 


Soit ensuite m>> 1. Ona 


pei I Ae oe P be 
8 (p ae gs F, je P al aye 
f 
On voit par la que ce rapport, quoique constamment plus 
petit que Vunité, finira toujours par en approcher au- 
tant qu’on voudra. On ne peut dane pas appliquer le 
remier théoréme, mais on démontre la convergence de 
et oOo 
la série pour 72~>1 en groupant les termes de la ma- 
Y Dd 

niere suivante: 


I re i we I ve I Bs. I ae 1 we, Py ee I a0 
1+ | — = ee eee Cle Oa 
Fo om 3” 4™ 5m 6” Am on 15” 
D’ou l’on conclut que la somme des termes est moindre 
que 


8 
Ae ie Age pits 
? X ° . ®. ft 
c’est-a-dire moindre que la somme de la progression géo- 
métrique décroissante 


I 1 I 
wd —— ul ee 
I+ gm t i a as 8r- Pirie si 


6°. Si, dans la série 
ue Ba me 
Nie eS ate erie i te 
I Ad eee) 


on fait Pia J He 
on obtient fa série numérique 
I 


I 1 r 
Dy a a fe et 
Peay se kh) 2 oa a 


Oo 


série conyergente puisqu’elle dérive d’une série qui est 

convergenie, quel que soit x. On en représente la somme 

par la lettre e. : 
Le nombre e est compris entre 2 et 3; car on a €vi- 
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demment 
ae) 
we 1 I I 
et exe ns = Sages 
Dipole, atom) S. 
ou ec2+i1 ou 3. 


Il est facile de trouver une limite supérieure du reste BR, 
de la série, ou de la somme 


I I 
. ate hens 2 gS 
I. Bads ce Ce 2} 1.2.3. 4.n(m+1)(a@+ 2) 
car 
I 1 I rl ; 
oe + < et 
<5 (—S (z+ 1)? (z+ 1} 
- I I 
ou Rx. Ses 


1 es Aare ee nm 
On voit par la que la convergence est trés-rapide. Les 
onze premiers termes donnent en effete = 2,7182818, 
valeur approchée a un dix-millioniéme prés. 


1\" 
LIMITE DE (: = =) QUAND 772 CROIT INDEFINIMENT. 
m 


52. Le nombre e est la limite vers laquelle tend la 
quantite (: a =} guand m croit indéfinunent. 
m 
Supposons d’abord m entier et positif. On a 


if 1 \* 1 m(m—1) 1 
{t-+—]) =1-+m- —+ ———.— 
\ Wn Wn tT. 2 > 


m(m--1)...(m—n+1) 1 


idee weciee ew, me 
I /. 2 
t= LL a 
m ( m \ m 
rae ae a - 
eye 1.2.3 
S 2 \ pass 
t—— 1 reat hs el (A 
m m m | 
a ==" 
Ly 2uaeeen 


Les termes de ce développement au nombre de 77 sont 
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tous, a partir du second, plus petits que les termes de 
méme rang de la série qui représente le nombre e, et ils 


a) \ ° ° 1 Cs 
augmentent avec m, dou il suit que (: oe =.) augmente 
m 


avec m, en restant toujours < e. Les numérateurs des 
premiers termes, qui sont 


I I 2 
i-—_——) 1_-_-— 1—— —j]| 9 © a9 
m m m 


tendent indéfiniment vers l’unité, quand m croit jus- 
qu’a Vinfini; et, par conséquent, ées termes tendent A 
devenir égaux a ceux de la série 


I i 
2 —— = ae eee 
1.2 Is20 


- - A e y , . 
Mais il n’en est pas de méme pour les termes trés-éloi- 
gnés; car si, par exemple, m — 1 était la moitié de m, lec 


APT me reme a I 
facteur 1 — ———,, dans le n’*”* terme, serait —; et le 
m 2 


s 5 I 
numérateur de ce terme serait < —- Cependant, en pre- 
2 


nant m trés-grand, et négligeant dans les deux sé- 
ries les termes trés-éloignés qui font une trés- petite 
somme, on concoit que l’une des séries differe infini- 
ment peu de l'autre, et qu’ainsi (: + =)" doit s’appro- 


cher indéfiniment de e. 


53. Au surplus, en voici Ja démonstration trés-rigou- 
I ? § 
reuse. En s’arrétant au n’’”” terme, on a 


I ( Wa ( a 
i— — T— - (= 

a m na A ay ue 
(++ =) oe beoee 


I1.% 
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Quelque grand que soit 7, on peut prendre le nombre 
m, qui est indépendant de 7, tellement grand, que le nu- 
mérateur 


qui est <_1, soit >1 —é, € étant un nombre déterminé 
aussi petit qu’on voudra. Car ce numeérateur élant 


>(1— 


te 


a—=1 
, i suffira de poser 
Mm 


dot Von tire n> 


f \ im 


; I , 
Alors, dans le développement de (4 + zy > les numéra- 
m 


teurs des termes jusqu’au n‘’" étant tous >1—e, on 
aura, enles remplacant par 1 —¢ et négligeant les termes 
qui suivent le n*"’, 


fi ba + ( yy eta ania : 
a 2 —«) | —-+ ——- +... .4+ —.——_ 
m ; \T 02 sory otha noes ; 


et a fortiori 


aus. i : I 1 Ne I 
jae a sie peel eres Bete 
m 1.2 1.200 LD) OR menaee y 
puisque la somme 
I I 1 
et et 
Teo PD 10: ROP AULA Rani? 
(qui multiplie ¢) est 
ee 1 o 
— arts ou ih 
2 Sure = 


Ona d ailleurs 


BeED fe oe LS a- : 
€<2-+-— +...4 ——,— + —_, — 
ii. 1 nea Eb. O cls AP 
i =e 
Ayant ainsi deux quantités qui renferment entre elles 
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I \ m NE 
eet (1+ 7) , On aura, en comparant les diflérences , 

7, 

wees I T 

ee es —| ——_—_--+: ' 
( ! See rae ft 3 
et comme on peut supposer 7 aussi grand et ¢ aussi petit 
qu’on veut, en faisant croitre m a linfini, on voit que ¢ 


est la limite vers laquelle tend (r+ ais 
Mm 


2 


54. Il en est de méme si m cesse d’étre un nombre en- 
A s shan 2 é: 
ter. Dans ce cas, m tombe entre detix entiers consécutifs 
petp+1,etlona 


ee ea) 


ou 6 
ie iaealaiellen 
ipa ec || ss 
(ta ees: 
re basil. oy I 
seer = I pray i ee 


Quand m croit, ces deux quantités, entre lesquelles la 


et 


eer : A 
valeur de (1+ = est toujours comprise, tendent l’une 
m 


et autre vers la Jimite e (puisque p est entier). Donc 
i \* : ea 

(: +.) a la méme limite. 
m 


55. Enfin si lon fait m négatif, m = — p, on aura 


( " ( sa ae ae ( : i 
Dita aie tt Bocrtor == = 
ae By Ss Pam 
1. yp of Lo et i 
= + | far ora rea) SH Ste ts ) 
( pee ae p—1 


quantité dont Ja limite ést encore ¢, quand p devient 


infini. 
56. Le nombre e est incommensurable. En effet, sie 


a 


était un nombre commensurable Ron aurait 


I I I 
a ae” es TO ee es) 


Ae ae 


Sl a 
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; : ; t 1 
On en tirerait, en faisant passer 2--+-—— + ...+ ——~— 
1.2 Teo N 


dans le premier membre, multipliant par 1.2.3...5, 
et désignant par N un nombre entier, 


I I 
N= — + >. ae 
paar? (sea) (b Baye 
On a donc 
NiO: 
D/ailleurs 
I I if I 
a as res 
Per (bert oa bee Poe ea OSH 
donc 
I 
N<z 


. als BAS : 5 I 
On aurait ainsi un nombre entier compris entre o et ru 
2 


ce quiest absurde; e est donc incommensurable. 


CINQUIEME LEGON. 4° 


CINQUIFME LECON. 


Differentiation des fonctions logarithmiques et exponentielles.-- Des 
fonctions circulaires directes et inverses. 


Fs 


f 
DIFFERENTIATION DES FONCTIONS LOGARITHMIQUES ET 
EXPONENTIELLES. 
57. Soit y le logarithme de x dans-le systéme dont la 


é 
base est a, de sorte que 


Ca. 
Six devient x + Ax, y devienty + Ay, et ona 
ytAy = log(x+ Aad, 


Ax 
dou Ay=log(2#+Ax) — log x = log (1422) 


=x / 
i Ax 
log (.1L-— — 
AY me ee 


Az eee 


et 


rs py A 
Si l'on pose Ax = —> on aura 


\ = flog beciacus m 
5 oe i m 


Si l’on fait croitre mindéfiniment, Ax diminuera jus- 


A I 
ao = og (1 + = 
Ax as m 


iC WG : othe: 
qu’a zéro, et (: + =) atteindra la limite e; donc 


Ay dy it Arey 
lim a ried log e, 
dx 
dou dy ou d.logxr= a log e. 


58. Quand on prend ¢ pour base, les logarithmes ap- 
partiennent a ce qu’on appelle le systéme népérien : nous 
les désignerons par |. 

Dans ce systéme, on ale = 1, et, par suite, 

dx 


fhe eae ae 
x 
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Il est facile de passer d’un systéme quelconque au sys- 
léme népérien , et vice versa. 
En effet, ’équation 
eT) 


donne leche Sales dia: 


En faisant ici x = e, il vient 


re=loy et aj 
Ds T 
dou log e= >>> 
puis log = le >< — lz ><loge- 


I 
la 
uplier les logarithmes népériens des nombres pour avoir 


Le facteur constant — ou log e, par lequel il faut mul- 


leurs logarithmes dans un autresystéme dont la base est a, 
est appelé le modu/e de ce dernier systeme. Quand on 
prend la base a = 10, le module est 


log e = 0,4342045. 


En multipliant les logarithmes des Tables ordinaires 


1 A bebe 
par —— ou 1 10 qui est 2,3025851, on aura les loga- 


08 (x 
rithmes népériens. 


59. La regle de différentiation des logarithmes est sou- 
vent utile pour différentier d’autres fonctions. 

Ainsi, on peut s’en servir pour différentier uw”, quel que 
soit m, u étant une fonction de la variable indépendante. 
On pose 


ge ney id On 1 y= a ar 


et en différentiant, il vient 


dy du 
af Se 122 ——9 
Xx li 
ou d( u™) == mu?" da. 


Soit encore un produit de plusieurs fonctions de ey 
tel que y = uvz. 
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Comme il pourrait y avoir des facteurs négatifs , éle- 

vons au carré, et prenons les logarithmes; il viendra, 
apres avoir différentié et divisé par 2, 


= _ SS 
x u ” 
résultat déja obtenu par une autre méthode. 
60. Soit ‘ 
i — aes 


uw désignant une fonction quelconque de x. En prenant 

. * “ , 
les logarithmes des deux membres, dans le systeme né- 
périen, pour plus de simplicité, il vient 


d 

ly = ula, /d’ou oe Nada, 
5 

e 


d{a*) = a" ladu. 


© est-a-dire que 


64. En particulier, sia=eetu=2x,ona 
GG? mot CP A, 
de sorte que la fonction e* est égale a sa dérivée. 
On peut se demander si cette fonction est la seule qui 


jouisse de cette propriété. Pour répondre a cette question, 
posons 


dy 
dz?’ 
; dy 
on en tire =<) s0u dlv— dx, 
sie 
donc ly=a+e, 


4F = erte = et e, 
et, en remplagant e° par C, 
y= Ce, 
ce qui montre que la fonction inconnue doit étre le pro- 
duit de e* par une constante. 


62. Exemp.es. 


re, yale + Ya + 2’). 
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On a 


Dae, 
Va? + a’ Eh dx 
a+ Va? + 2 Va? + 2? 


Br, as aE . 
Va? + 2? 


On remarque d’abord que 


dx +- 


dyn 


3°: y=lE (a —aye (x4— b\"(a—cy...]. 
Cette quantité est égale a 
mi(a—a)+ni{x—b)+pl(r4—c)+...; 
donc 


Si Pon pose 
(a—a)™(x—b)*(a—c)P... = f(x) 
dy di f(a) ee 


on aura encore ss == ) 
dr da fe (x ) 


et il en résulte 


eee. m a n P 
J (2) «—-a «x—b «—c 


anes 


formule qui sert de base a la théorie des racines égales. 
Aes VamanOe, 
» etu étant deux fonctions de x. On a 
lunes ale, 


\ ad 4 de 
dou = =dulo+u iG 
’ ” 


dy = y duly + Yee ; 
” 
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ou bien encore 
do") = vo lo du + o4-' uwdy. 
Ce résultat pouvait d’ailleurs étre obtenu en apphi~ 
quant le théoréme relatif a la différentiation des fonctions 
compvsées. 


° a 
5°. Gis ale =. ‘ 


dy = a" * ab? dx +a"* btzlalbadz. 


Fa 


DIFFERENTIATION DES FONCTIONS CIRCULAIRES. 
s 


63. Commengons par établit d'une maniére précise 
sous quel point de vue les fonctions circulaires sont consi- 
dérées dans le Calcul infinitésimal. 

Dans ce calcul, comme dans la Trigonométrie, les no- 
tations sin x, cosx,... représentent les rapports des 
droites ainsi nommées au rayon du cercle auquel elles 
appartiennent ; ce sont done des nombres abstraits. La 
lettre x représente la longueur d’un are rapportée au 
rayon pris pour unité; c’est encore un nombre abstrait. 
Alors le nombre t = 3 ,1415926 est la longueur de la 


Sitar : ee Te 
demi-circonférence dont le rayon est Punité ; est la 
TZ 


longueur de l’are de 1 degré; et —— est la longueur de 


180 


Pate de z degrés , de sorte que l’on a 


TZ 180° 
ah men gti Cpe 
180’ 


Sas Sy? 16! oe 


L’are égal au rayon est environ de 57° 16', 
64. Soit 
y= SIMA. 
x devenant x+ Ax, y-devient y + Sy, ct Yona 
y+ dy =sin(x + Ax), 
dot js om sin (2+ Ax) —sin v5 


ou, @uprés une formule connue, 


- j 
Aye 2 Sip 
2 \ 
s 


/ I 
Ax COS eg +—-AzZ)> 
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or 
he 


F 1 
1s sin 5 Ax 
I 
Donec aM SN i a, (« +542); 
Ax 1 2 
-Ax 
2 
4 1j 
*sin—-Azx 
; 2 709% 
Maintenant Ax devenant nul, Sa a pour limite 
CAE 
2 


if \ 
I aie Oe : A 
I, et cos Ee +- Ax | se réduit & cos x; done il vient 
2 
dy 


+ =cos x 
dx qi 


ou 
dsin = cos x dz. 


Cette valeur montre que le sinus d’un are augmente 


ve . ° A 
uand l’are croit de o a —, diminue quand l’are croit 
q q 
T . . 
de —A 7, etc., comme on le voit sur une figure. 
2 


65. De la différentielle du sinus, il est facile de tirer 
celle du cosinus. En effet, on a 


A qT 
cos 2 = sin =-— ——% 
py 


et 


d cosz== d sin (E— +) = cos (E— =) d (E—s ), 
2 2 2 


ou 
d cos = — sinz dz. 
66. La différentielle de la tangente se déduit de la 


formule 


sin z 
tang | Preaecd 


b) 
cos 2 


qui donne 
cos z dsin z'— sinzdcusz 


d tang z = 
cos? Z 


ou 
dz 


cos? z " 


a tang z — 
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On trouve de la méme maniére 
dz 
COU ap 
sin? z 
. . > . , 
On voit que si are z augmente, d tang z est toujours 
positive , et dcot z toujours négative, c’est-a-dire que la 
tangente augmente sans cesse avec l’arc, et que la cotan- 
gente au contraire diminue continuellement. 


67. Ona 


I 


séc == 


by 
cos 2 * % 
5 x é 
d’ot 
; sin 2 dz 
OKE0 eS SS 
cos?z 


68. Ces régles suffisent pour différentier toutes les 
fonctions circulaires directes ; en voici quelques exemples: 


r. dsin (az + 6) = acos(ax +b) da: 
; ax 
DF d| sin x = ——,; 
tang x 
ae, dsin” x == m sin"! x cosx dx; 
tangz 2x2—sin2z 
4°. gS 
we “COs? x£ 
snxz 2cosz—sinzr cos w(x — tanger 
Ey ONarcd SS a e087 (Ping GUE 
Als Be ie! 


Cette derniére différentielle, étant négative quand x est 


sin x ae 
va sans cesse en dimi- 


<7, fait voir que le rapport 


nuant, lorsque x croit de o a 7. 
DIFFERENTIATION DES FONCTIONS CIRCULAIRES INVERSES. 


69. Les fonctions circulaires inverses sont celles dans 
lesquelles on regarde un arc comme fonction d’une de ses 
lignes trigonométriques. On représente l’arc dont le sinus 
est x par la notation arc (sin= 2x), ou plus simplement 
par are sin x. On écrit de méme arc cos x, arc tang &. 


Soit d’abord 


Zi ates, 
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u élant une fonction de x. On aura 


u = Sinz; 
dob Qi COS Ze 
du du 
et a = = —— 
COS Z vt i? 
ou 
, du 
are si == —_ 
Yi— wv 


Comme yi — uv? remplace cos z, il faudra donner a ce 
radical le signe de.cos z. 


70. Soit 
Z== Aare COSaL.. Gd OU w= cos z; 
On aura 
du = — sinz dz; 
wai du du 
d’ou Oh Sess s. 
sin 2 Vi BPs 
Ainsi 
du 
dare cos u = — ————-- 


vi— a? 


Comme 1 — «’ remplace sin 2, il faut donner a ce ra- 
dical le signe de sin z. 

A cause de la double valeur de V1— u?, on voit que, 
pour une méme valeur de w, les différentielles de arc sin u 
et de are cos u sont égales ct de signes contraires, ou 
bien égales et de méme signe, ce qui tient a ce que 
ces deux ares ont alors une somme ou une différence 
constante, 


= ; 
71. Soit 
tang 2== u- 
On a 
daz 
—- = dus 
rNe2 
cos? & | 
Bins i du 
dou dz == du cos? z = *+—— 5 
I+ 
du 
done dare tatig w= ——_—_— 
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or 
or 


On trouve de méme 
du 
darc cot u = — ———-. 
T+ wu’ 

On voit que, pour une méme valeur dev, d arc tang u 
et d arc cot u sont toujours égales et de signes coniraires. 
En effet, les arcs correspondants ont toujours une somme 
constante. f 


72. Exempues: 1°. 


i 2a— 2g 
=—————————€- = 2 a SS See 
. V2ar—2? 4 2 Vo2axr—x da 
darc sin ———————- = ee a = 
2ax— x V 2ax%— x? 
ae tae ys 
zs 
‘ —__—— dx 
ae; dare sin 22 1 — 2? = —_——; 
I— x 
u vdu— udo 
oP. d arc tang . Ba AE eee 
e, u? + 9? 


On trouve ainsi que 
ax 
car ear 


Ce dernier résultat pouvait étre prévu, car on sail que 


darc tang 


dx : : x 
—_ —— =darcsins, tang arcsing = ————-» 

lL — 2? 1— 2 
ute (1— uv) (dut+ do) + fu+ ¢) (ude + edu ) 
Tse (w+ 0) + (1 — uw) 

(1 + 0?) du + (1-+ u’) dv 
a (1+ wu?) (1+ ») ‘ 
ute du dv 


4°. darc tang 


d arc tan a a > 
a Jeers 1+ uw? 1+ v? 
i ° X va s : 
résultat facile a prévoir, puisque 
ute 
arc tang ———— = are tang uw + arc tang v. 
1— uy 


73. Les exemples suivants, ou toutes les fonctions trans- 
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cendantes sont combinées entre elles, fourniront l'occasion 
d appliquer les régles trouvées dans ce chapitre : 
L 8 P 
mm 

(Ge 
e sin 5 
e tang = 
nom 7 “1 
e arc sin 3 
e sin bz , 
e—* cos bz, 
log (cos x) , 
log tang 2, 
sin (log x), 
sin” x cos” x, 


x 
ake COs! == 9 


V Te re 


acosx-+ 6 
GTR GS (fp = eH) 


bcosx +a 


are tang (Vite? — x), 


r—a 
are tang ayer Dg: 


ax+t-b 
arc tang (————_ } , 


c 


log arc cos V1— 2’, 


sin x (2+ a cos x) 
(1+ acosx)? | 
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or 


| 


SIXTEME LECON. 


Differentiation des fonctions implicites.— Elimination d’une constante 
entre ’équation proposée et léquation qu’on obtient par la différentia- 
tion. — Differentiation des fonctions implicites données par un nombre 
quelconque d’équations.— Dérivées et différentielles successives.—- Du 
changement de Ja variable indépendante. Va 


DIFFERENTIATION DES FONCTIONS IMPLICITES. 
# 


74. Nous avons vu qu’on nomme fonctions implicites 
celles qui sont liées a la variable dont elles dépendent 
par une ou plusieurs équations non résolues. 

Supposons d’abord deux quantités x et y liées entre 
elles par une seule équation 


SF (2,7) =9; 


et supposons que x soit la variable indépendante. On 


d ¥ Peay P F 
peut trouver dy ou sans étre obligé de résoudre V’é- 
ax 


quation par rapport a y. Eneffet, si l’on tirait de cette 
équation la valeur de y en fonction dex, y= (x ae en 
mettant cette valeur 4 la place de ¥ Gane f(x. 7), 
aurait identiquement 


J (2, 9(z)\= 
Donc la différentielle de f(x,y), prise en regardant y 
comme une fonction de x, doit éire identiquement nulle, 
et, d’aprés la régle qui sert a diflérentier une fonction com- 


posée, on a 
d. d 
WS ax + aay = 0;, 


dot Von tire 


df 
dy a da 
Aime Cr 
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Ainsi, la dérivée de la fonction implicite y s obtient 
en divisant la dérivée du premier membre de Véquation 
par rapport @ x, par la dérivée de ce membre prise par 
rapport ay et en changeant le signe du quotient. 

75. A Taide de la régle précédente, on peut, lorsqu’on 
a l’équation d’une courbe sous la forme 
F(Z, yr) =O; 


obtenir le coefficient angulaire de la tangente en un point 
x bd d , 
quelconque de cette courbe, c’est-a-dire sans résou- 
: AL 


dre |’équation par rapport a l'une des variables. En voici 
quelques exemples. 
1°. Soit Péquation de I’ellipse 
ay? b? giz ai Bi. 
En différentiant, on a 
2a ydy + 2b? adz = 0; 
ays we ba 


dou =e . 
dx ai 


L’équation de Pellipse donne deux valeurs de y, 
b ——_—————- b Se 
N=tVa— a, y= Faia 2, 
dy L 
auxquelles correspondent deux valeurs de —., qui sont 
dx 


dy; b x dy, _b a 


—_—-— oS > - — = . 
dx a Va? — 7 dx a Va— Be 


Sie rer dy 
En général, 7, 2 autant de valeurs que y. 
2°. Soit Péquation 
Ay™ + Ba" + Cah yizo, 

on en tire 
mAy™—'dy 4+-nBa"—'dz+ pCa yidz + qCaryi-'dy =o, 
dou 

dy _ nr Bar + pCa yi 

a car mA yn ate q Cy! =F a —¢ 
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3°. Soit e+ 8— 3 ary =0; 


on en déduit 


Comme, en général, 4 une méme valeur de x répondent 
trois valeurs de y ou trois points de la courbe, il y a aussi 
: dy ¢ 
trois valeurs correspondantes de ~. 
4°. Soit encore l’équation 


aire ; 


asin — =n 
= "5 


’ 2 , . 
qu'on ne pourrait pas résoudre par rapport a 7; elle donne 


Kees (da + dy) = xdy + ydz; 
a 
d’ou - 


ety 
a 


ELIMINATION DES CONSTANTES. 


76. Entre une équation donnée et |’équation qu’on en 
tire par la différentiation, on peut éliminer une constante; 
il en résulte une nouvelle équation qui exprime une pro- 
priété de la tangente, commune a toutes les courbes que 
représente |’équation proposée, quand on y donne diffé- 
rentes valeurs a la constanie. 


Ainsi, soit Wy ee ae 
on en tire wily ade, 


puis, en éliminant a, 


C’est-a-dire que dans toutes les paraboles qui ont le 
méme axe et le méme sommet, la sous-langente est 
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double de Vabscisse du point de contact, quel que soit le 
parametre 2a, 
L’équation 
GO ONES OES 


qui représente une suite de paraboles ayant le méme axe 


Fig. 4. et le méme foyer situé a 
y Nee : nas 
Vorigine, conduit par I’éli- 
a mination a l’équation 
dy peru dy A 
sy Hs ee 
y dx dx J 4 
i ae . z d’ou 
dy —at Vat vr 
dx x 
ou 
ety = Ve 4 an) 
Mais x=FP, y7 =PN, Ver+ y= FM; 


on aura done 
FM FN})O pas Pa FT. 


C’est-a-dire que dans toute parabole le foyer est éga- 
lement distant des points ot la tangente et la normale 
rencontrent l’axe, ainsi que du point de contact. 


DIFFERENTIATION DES FONCTIONS IMPLICITES DONNEES PAR 
PLUSIEURS EQUATIONS. 


: Pee ay: ; ; 
77. De méme que nous ayons déduit a de Péquation 


F(z, y) =) 0), 
; : dy dz é 
sans la résoudre, nous allons tirer 2, ; du systéme des 
x Axe 


deux équations 
(1) J (%, 7, 2) = 0, 
(2) (23.732) == 0; -s 
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Si lon tirait de (1) et (2) les valeurs de y et de z en 
fonction de x, savoir y= 9 (x) et z= (x), et quon 
les portat dans ces équations, les premiers membres 
fle,e(e), $e) Fle, ele), $2) 
seraient identiquement nuls; donc leurs différentielles se- 
raient nulles aussi. Il faut donc égaler a zéro les différen- 
tielles de f(x, y, 2) et F (x,y, z), en ¥ regardant y et z 
comme des fonctions de la variable indépendante x. On 
obtient ainsi 


df df af 4 

SOM se Cad cages Ap aaa 
(3) dx as ee owe 

dF dF dF 

= Ae — a 1 
(4) dx as - Tk tae 


e 
d@oulon tire, par la résolution de ces deux équations , 


: : dy dz . 
qui ne renferment les deux inconnues — et — qu’au pre- 
ax dx 


mier degré , 
df dE df dE 
dy dx dz dz dx 


Si ’équation (1) ne contenait pas x, on aurail 
aj, 
dx 
et ’équation (3) deviendrait simplement 
df 


df 
—_—- as L = - 
Aig a roe 


0; 


d’ou l'on tirerait 
df 
dz ar dy 

a = an 
dz 
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Cette dernitre expression est le rapport des diflérentielles 
de z et dey considérées comme fonctions de x ; mais c’est 
aussi bien la fonction dérivée de z considérée comme 


fonction de y, en prenant y comme une variable indépen- 
dante. En effet, z étant fenction de y, en posant 


297) 
‘et prenant les différentielles par rapport A x, ona, d’a- 
pres la régle des fonctions de fonctions , 


e dz 
dz=o'(y)dy, Wot 9/(y)= —- 
dy 
78. En général, sil’on a n équations entre 7 ++1 varia- 
bles, une seule sera indépendante, toutes les autres seront 
fonctions de celle-la. On égalera a zéro les différentielles 
des premiers membres de toutes ces quations; on aura 
ainsi 72-1 équations ou dx, dy, dz, etc., entreront au 
* , RAEN : dy 
premier degré, et d’ou lon tirera les valeurs de - 
ax 
dz 


——9 |CLGs 
aa ‘ 


79. Soient, comme exemples, les deux équations 
(1) we? = y? ae 1 3, 
(2) ax+by+cth=o, 
on en tire, par la différentiation , 
wde + ydy 4+-zdz=0, 
adz +- bdy + cdz =0, 


et 

13 dy 5) AB 0% 

2) Tee ae te 
dz bx —ay 

(4) Pia 


dx cy '— bz 
Voici Pinterprétation géométrique de ce résultat : les 
coordonnées étant supposées rectangulaires, les équations 


(1) et (2) représentent, la premiere une sphére dont le 
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centre est a l’origine des coordonnées ct la seconde un 
plan; le systeme des deux équations représente donc le 


cercle résuliant de lintersection de ces deux surfaces. 
dy et oe: Teonent Vinclinaison des tangentes aux projec- . 
ae ae g x projee 
tions de ce cercle sur le plan des xy et sur celui des zx. 

On connait donc les projections de la tangente sur deux 
des plans coordonnés, et par suite cette tangente elle- 
méme. 


gy 7 


DERIVEES ET DIFFERENTIELLES DE DIVERS ORDRES. 


80. Soit y=f(x) une fonction quelconque de x, 
ety’ sa dérivée. Cette dérivée étant une fonction de x, 
on peut la différentier, et l’on obtieht ainsi !a fonc- 
tion dérivée de y’, que l’on appelle la dérivée seconde, 
ou du second ordre de y, et qu’on désigne par y”. De 
méme y” aura une dérivée y”, et, en continuant ainsi, 
on aura les dérivées de tous les ordres de y ou f (2). On 
les représente aussi par f’(x), f" (x), f”(x),---- 

A ces dérivées correspondent les ditférentielles succes- 
sives de y. En regardant h, qui est Paccroissement arbi- 
traire de 2 comme une constante, on a 


dy =x hy dl dy esidiy hay h’, 
et ainsi de suite; donc si lon indique d(dy) par d?y, 
d(d*y) par d*y, et ainsi de suite, on pourra écrire 
dy Soh; d*y — y” he d*y Syn, es dy py) Ar. 
Comme /, ou laccroissement arbitraire de x, est la 
méme chose que dx, ces relations deviennent 


dye) dud pay da’,.aty Sy" dn”. :.,c ayy?) det. 


On tire de 1a, pour les notations des dérivées succes~ 
SiVeSs , 
a3 3 
‘ dy mee a} diy 


hae 
ier a yh g 489 ie Le 
ac tae % Gir 4 da” 
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81. Exempces: 1°. y = x”. 


ee els oe 
y ou a ee Wh 


d? 

= = m(m — St iat 
ie 

ay 

== m(m—1)(m—2)2"—, 
Ps 

d” 

= m(m—1) (m—n+1)a"™" 
xe 

d” 

= m(m—1)...3.2.1%s 

dx 

‘ ; Ms ag 

On voit donc que, si m est enter, ‘ cf aune valeur 
ts 


constante, et que les dérivées ultérieures se réduisent 


a zero. 
208 y= Aas Bam + Cx"? +... 
Dg mAxr™—'+(m—1)B2™ +... 
dx 3 
a? : 
a = m(m—1) Av”? +-(m — 1) (m—2)Ba™-+...;5 
dx 


et, si mest un nombre entier, 


a™y 


each Kah TO elf Jie Wee 
aan 


Les dérivées suivantes sont nulles. 


ae y= a. 
dy d*y any 
apie, Gar =O (layers ia tet 
Si Pon prend a =e, ona 
1 12 d” , 
Gy dth Naa en 
dx dx’ da ; 
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re y= logix; 
ch digs loge 
dx . to) ? 
d’y 2] 
—_—=—1.27?, log e 
da tee 
dy 7 
aa aie Sloe é; ‘ 
d* 
== 1)" 1.2.3... ("a—»¥)2—". loge. 
4 
5 aes 
d dy - dy Li Salers 
ee gap as oa PG ce ee Feb ae 


t 
Les dérivées suivantes reprennent périodiquement ces 


quatre valeurs. 
On peut remarquer aussi que. 


et en général 


: ar” 
De méme pour y = cos x, on trouverait 


Ce ae Siebiee 
Bow toe” ae 


82. Quand la fonction y est implicite, on peut avoir 
ses dérivées successives sans résoudre l’équation qui la 


détermine. Ainsi, soit 


(1) f(2,y)=0, 
on aura 
d d 
(2) 4S y'=0, 
fa & 5 
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équation qui fournit d’abord la valeur dey’ en fonction 
de x ou dey, ou en fonction de x seulement si l’on éli- 
mine y entre les équations (1) et (2). 
Maintenant, représentons par 
@( 45922) 0 

Véquation (2), ou plus généralement une combinaison 
quelconque des équations (1) et (2). On pourra considérer 
la fonction g comme identiquement nulle, si l'on y sup- 
pose y ety’ remplacées par leurs valeurs en fonction de x. 
Donc on doit avoir dg = 0, ou 


do do do 
ie aa —atdy) = 
qe! Ea eee a3 
dot 

LEO eG.) 
(3) ae += a AR dy! =O. 


Cette équation fera connaitre y” en fonction de x, y et 
y’, ou en fonction de x seule, si l’on élimine y ety’ entre 
les équations (1), (2) et (3). 


Mt lv 
| 


On trouverait de méme y 5 etc 


A 
Nous verrons plus loin (n° 404) comment les équa- 
> 


tions qui déterminenty”, y” 


,»elc., peuvent se former au 
moyen des dérivées successives du premiermembre f(x, 7) 


de l’équation primitive, prises par tapport a xet ay. 
DU CHANGEMENT DE LA VARIABLE INDEPENDANTE. 


83. Silon a n équations entre (nm +- 1) variables, y,x, 
t,U,v,.*., OM peulen regarder une comme indépen- 
dante, et imaginer que toutes les autres soient exprimées 
en, fonction de celle-ci. Si l'on choisit t, par exemple, 
ona ; 
ysv(t) et dy sur (te) ae. 

Supposons, maintenant, qu auparavant.x ait été la va- 
riable indépendante , et que l’on ait 


PeeINAY | CU yeaa (2) sf 
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L’élimination de x entre ces deux équations conduirait 
a Péquation y = ¢(t), qui, par la différentiation immé- 
diate, donnerait les dérivées ! (t), b"(t),..., ” (t) dey; 
en considérant y comme fonction de la nouvelle variable 
indépendante f. 

Le probleme que nous allons traiterconsistea chercher, 
sans passer par l’élimination de x, les dérivées ou diffé- 
renticlles successives de y considérée comme fonction de f, 
par le moyen de f’ (x), f” (x), etc., et des dérivées ou diffé- 
rentielles de x prises en regardant ax*comme fonction de f. 


84. A cet effet, si on prendt pour variable indépen- 
dante, et que lon considére x et y comme fonctions de ¢, 
on a, d’aprés la régle relative aux fonctions de fonctions 

’ Pp 5 J 
o 
ayes fee) dx. 
En différentiant cette équation par rapport a ¢ et regar- 
dant dx, non plus comme une constante, mais comme 
une fonction det, ona 


dty =f" (x) da? +f" (x) dx. 
On trouve de méme 
ay =f" (x)rdie + Bf4 (a) ded 2+-f'(x) dix; 
et ainsi de suite. 

Si, au lieu des difiérentielles de y oude (7) par rapport 
at, on veut avoir ses dérivées W/ (t),b" (t), ete., il suffit 
de diviser les équations précédentes par dt, dt’, dt* res- 
pectivement, ce qui donne 

Y (=o (2) 9¢ ( 

b” (t) =f" (#) 9 (eh +F () 9" (2), 

b(t) =f" (x) 9! (t+ 3f" (x) 9" (t) 9" (4) 4-4" (#) 9" (¢). 

85. Réciproquement, si l’on connait les différenticlles 
ou dérivées successives de x et de y considérées comme 


des fonctions @ (t), b (t) de la variable indépendante f, on 
en peut déduire les dérivées f” (x), f" (x), etc., dey consi- 
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dérée comme fonction de x. Car on tire des équations 
précédentes : 


dy 
TRE) 5 2 
.- _ dxdt y — dyd x 
ois 
: da (dad y—dyd@ «\ —3 dx (dad y — dyd’ x) 
f" (z= \ aA pf ji ( if aif a 


onda 


les différentielles dans les seconds membres étant tou- 
jours relatives at. 


86. Jly a un autre moyen d’arriver a ces formules. 
On a d’abord bg) 


En différentiant les deux membres de cette équation par 
rapport a ft, on trouve 

_ dad y —dyd' x 
i 


dy 
7 Se), 
Lalas Fe as 


et, en divisant par dx, 


dad? y—dyd x 


5 i (2) = ae 


En différentiant de nouveau par rapport at, ‘on ‘aura 
f™ (xz), et ainsi de suite. 


87. On doitremarquer que la dérivée premiere f’ (x) est 
la seule dont l’expression par les différentielles de x etdey 
reste la méme , quand on cesse de prendre x pour variable 
indépendante ou quand dx cesse d’étre constante. 


; ivy dy ’ 
En effet, f' (x) est toujours exprimée par hy tandis 


que les autres dérivées f” (x), ae Ne ges qui sont re- 


2 


3 
5) von etc. lorsque x est la variable 


indépendante, ont des expressions plus compliquées quand ‘ 


présentées par 


4 
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on regarde x et y comme des fonctions de la nouvelle va- 
riable. indépendante t. 

88. Il se présente ici une vérification des formules gé- 
nérales. Si lon prend x pour variable indépendante, en 
faisant x—=t, ona 

dx d*zx dx 
ets ON Vag oe OER aT? 
et Pon trouve 
dy dy ay 
v Sa Gd = pa ww xz\)=>-- a 
is (x) a Fee Ea (x) Ge , F ( ) ae ? 9 
dx est a présent constante, et les différentielles dy, 
d*y, etc., se rapportent a x. 
89. Si lon prenait y pour variable indépendante, I’é- 
quation 
y=f(e) 
étant résolue par rapport a x, donnerait une valeur de la 
forme 
2=F(y). 
F (y) est dite la fonction inverse de f(x). Il faudrait 


faire alors y =t, d’ou 


Oya abd ¥ == Oy SEP Ons cy 


puis 
ee wee OTL, Piacee ll 
T= == da: — Py y 
dy 
a2 
ei ae ak UE) 
TO oe fat 
By 
, — dxdyd* x + 3dy (d?x)? 
f'(2)= ee 
dxzd'x OPENG 
Tee te) _ ae (yy=F PW), 


—— a ae 


dxr\* 
dy 


KF” ( Xx ) 
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90. Voici un exemple de ce changement de variable 
indépendante. : 
Soit y =f (x), et soit lexpression 


Li : 
ae)” hse Goth 
a 5 9 
dy Ff" (x) 
dx 


dans laquelle dy et d*y sont les différentielles de y ou 
de f(x) par rapport a la variable indépendante x. 
1°. Si l’on prend maintenant pour variable indépen- 
dante une variable quelconque t hée a x et a y par les 
équations 
z= 9(t), (= p(t), 
les relations précédemment trouyées (81) donnent 


3 
oy 


dy? 
ser an? go eae dy?)* 
— ded?y—dyd?x dxd?y — dy d?x°’ 


dx 
ou bien 
if w(t)? a < 
— bre = tire or 
g(t) (t) — Ve) g(t) 9’ (4) 0" (4) — VEE) 9” (2) 
aes 


2°, Si l’on prend pour variable indépendante ta fone- 
lion inverse y, on aura, en supposant« =F (y), 


me 
(3 =| ‘ 
I a 2 
[Na OP ge oe 
CP ere SMA et 
dy? 


“= 


Par exemple, si lon a 
ple, 


wza(i—sint), y =a(t— cost), 
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on aura 
dx =a(i—cost)dt, dy =asintde, 
d?*x=asintdt’, a’ y = a costde’. 
Pee ; 
: 
La substitution de ces valeurs donne (en ometiant le 
signe —), : 


us 2aV2(1— cost) = 2A/2 ay. 


gf 
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SEPTIEME LECON. 


Des fonctions de plusieurs variables indépendantes.—Différentielles partielles 
et totales. — Propriétés de la différentielle totale — Differentielle d’une 
fonction composée, d’une fonction implicite. — Dérivées et différen- 

tielles de divers ordres.— Théoréme sur Vordre des différentiations.—_ 
Différentielles totales de divers ordres des fonctions explicites ou im- 
plicites. 


DIFFERENTIELLES PARTIELLES ET TOTALES. D UNE FONCTION 
DE PLUSIEURS VARIABLES INDEPENDANTES. 


91. Soit 
Memot dey eae 
une fonction de plusieurs variables indépendantes. 
En ne faisant varier que x, on peut prendre la dérivée 
de cette fonction par rapport a x : cette dérivée partielle 


5 a Js Au f 
qui est la limite du rapport Az } Sera une certaine fonc- 
x 


. , Bee 
tion 9 (x, 7, 2); on la représente par la notation 7, OU 
ad x 
df (x5 Jy 2) 
dx 
sement arbitraire de x, ona la différentielle partielle de 
u par rapport a x, qu’on indique par 


- En la multipliant par dx ou par laccrois- 


du 
= aa ou 9(2, 7, 2) dz. 


On pourra prendre de méme la dérivée et la différentielle 
de u par rapport 4, et aussi par rapport a z. 
92. Si l’on pose 
du du du 
ES = 9 (2, 7,2), dy =4(% I z), me we) Zz), 


la somme des différentielles partielles de.u par rapport 
a toutes les variables, ou 


9 ( a, YX) z) dz -+- (2, Ne) z) dy + x (2; I> z) dz, 


. * 
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est ce qu'on appelle la différentielle totale de u; dx, dy, 


dz ne sont autre chose que les accroissements arbitraires 


Ons; ws on Oey ay, Due. 


93. Pour trouver l’expression de l’accroissement total 
Au de la fonction u, nous allons reprendre le mode de dé- 
monstration employé pour les fonctions composées. On 
aura, endésignant par «, 6, y des fonctions qui tendent 
vers zéro, avec Ax, Ay et Az respectivement, 


(1) f(x + Ax,y,z) —f(2,7,2)=| ¢(=,7,2) +a] Az, 
(2) F(t, xy + 4Ay,2) —f(2,7,2)=[¥(2,y,2) +6] Ay, 
(3) f(@,7,2+42) —f(x,y,2) =[x (27,2) +7] Az. 
Supposons que l’on fasse varier seulement x dans l’é- 
quation (2), puis x et y dans l’équation (3), il viendra 
f(at+Aayy+by,z) —f(r-+Aaz,y,2) 


=[b(7+Ax,y,2z)+6']Ay 
et F 


J(a+tha,y +Ay,2+42)—f(a+Az,y+Ay,z) 
=[yx(e+Az,y + Ay,2z) +7] Az, 
6’ s’évanouissant avec Ax et Ay, et y' avec Az, Ay et 
Az. 


Si l’on ajoute la premiére équation avec les deux der- 
niéres, il vient ; 
f(e2+Anr,y Pay fo Az) —f\2,7,2) 
=[e(a,y,2)+2]JAc +[b(e+Az,y,2)+6' Jay 
+[y (a+ Aa y+ Ay,2) +7’) 42, 
ou, en désignant par 6” et 7” de nouvelles fonctions qui 
tendent vers o, 
Mia 9:( 2%, 52) Aa + (v2, 7,2) AYA x (2,7, 2) Az 
+ aha-+ "Ay + 9” Az. 
Ainsi laccroissement de la fonction u se compose de 


deux parties: dans l'une, les accroissements des variables 
sont multipliés par des fonctions indépendantes de ces 
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aceroissements, et qui sont les dérivées partielles de u; 
dans l’autre, ces accroissements sont multipliés par des 
quantités «, 6”, y” qui s’évanouissent en méme temps 
qu eux. Dans le cas ot les variables indépendantes se ré- 
duisent 4 une seule, la premiére partie se nomme diffé- 
rentielle de la fonction. I] est donc naturel de donner, dans 


tous les cas, A cette premiére partie, le nom de différen- 
tielle totale. 


94. Voici quelques exemples de différentielles totales : 


12% uaa y™, du == mx" 4 dx + na™ y*—"dy, 
a 
2°, wes al ak. A > 
vat 7 
] ax? 4+-y?. dy — aydV¥e+y 
dk = R 
x +y 
——— ar 7 
ct comme d Veit y= ue aad 
very 
en Late — ary dz + ax dy 
il vient de Y fs 
(aba st)" 
p WA. 
3°. w= arc tang — 
io 5 Fe 
- 
d.— 
ae ody — y dx 
at —_ = = . 
y? r-by? 
1 ties : 
a 


PROPRIETES DE LA DIFFERENTIELLE TOTALE. 


J5. Nous avons vu, au commencement du Cours , que 
la limite du rapport de laccroissement d’une fonction 
d’une seule variable a sa différentielle est Punité (pourvu 
que la différentielle ne soit pas nulle). Le méme théo- 
réme a lieu pour les fonctions de plusieurs variables in- 
dépendantes. ie 
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On a, daprés la définition de la diftérentielle totale , 
du = 9(2,¥,3)Ac+d(a,y,z) by +y(2,7,3) 42, 
par conséquent (93), 


Au—du=«hx+ "Ay + "Az; 


puis, en divisant par du, ona 
4 


Aw aha+tB" Ay +” Az 


aoe)! = 


du Az 


Ay 

9(2, 7,2) +(x, V2) gt KA Pa 92) 
é 

Lorsque Ax, Ay, Az, deviennent infiniment petits , 


le numérateur tend vers zéro, mais le dénominateur ne 
devient pas infiniment petit , tant que l'un au moins des 


Ay &z ay * Hee Au 
rapports —, = peste arbitraire. La limite de — est done 
Az Ax du 


Punité, si les valeurs des accroissements Ax, Ay, Az, 
n’annulent pas du. 


96. Comme pour les fonctions d’une seule variable, 
stune fonction de plusieurs variables est constante, sa 
differentielle est nulle. 

En effet, la dérivée de cette fonction par rapport a cha- 
que variable est nulle, par conséquent sa différentielle to- 


: du du du . 
tale, qui est os dx + ee dy ne Sp dz, est nulle aussi. 


On en conclut que si deux fonctions ont une différence 
constante, leurs différentielles partielles ou totales sont 
égales, et réciproquement. Car siu=v-+c, c étant une 
constante , on a 

uw—Vm=C, 
Mot d(u—-v) ou du—dvso et du=d. 
Kt réciproquement, sidu = dv, ona 
d(u-—-») =0, 


5 ae 
Vou 
“& —v = une constante, 
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DIFFERENTIATION D UNE FONCTION COMPOSEE DE FONCTIONS 


DE PLUSIEURS VARIABLES INDEPENDANTES. 


97. Si Yon a une fonction composée de deux ou de 
plusieurs fonctions des variables indépendantes x,y, z, 
comme p = F (u, v), on aura en différentiant tour a 
tour par rapport a chaque variable, 

dp le. dp du ae dp de 

dx dudzx do dx’ 

Te ae og = OD ag 

dy dudy dv dy’ 

dp _dp du | dp do 

dz dudz doe dz’ 
dp dp 
du’ do 
par rapport 4 chacune des quantités uw et », comme si 


, désignant les dérivées de p ou de F (u, ) prises 


u et v étaient des variables indépendantes. 


dp dp dp 

=e paras, dy a. 
APs sae xc, dy, dz 
respectivement et ajoutant, on aura la différentielle to- 


tale de p, 


En multipliant les dérivées 


dp dp 

dp =: —d ae, 

P du mah de ‘ 

Les facteurs du et dv qui multiplient les dérivées par- 


: AU aD ia ts pou 5 
tielles a - désignent les différentielles totales de u et 
de 


de v. Ainsi le théoréme relatif a la différentiation d’une 
fonction composée s’étend au cas de plusieurs variables 
indépendantes. 

DIFFERENTIELLES DES FONCTIONS IMPLICITES DE PLUSIEURS 


VARIABLES INDEPENDANTES. 
98. Soient, par exemple, les deux équations 


(1) AC pee Po 


(2% (8 0 gus 1g Nees Os 
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On peut choisir x, y, z pour variables indépendantes : 
alors u et v seront des fonctions implicites de ces variables, 
déterminées par ces deux équations. Or, f(x,y, z, u, v) 
et F(x, y, z, uw, ¥) ayant, pour toutes les vale des 
variables x, y, z, une valeur constante qui est zéro, 
leurs différentielles totales doivent éfre constamment 
nulles. On aura donc y 

df df df df 


df 
— dy ae Lu Be pie 
Fiteg = a Ua Pate Ar ee ae 


* 


dF d¥ aE # LTE 
oe de Fd SF =s dg, du+ — do =o. 
De ces deux équations on tirera facilement les valeurs 


de du et de dv, qui s’y trouvent au premier degré. 


DERIVEES ET DIFFERENTIELLES DE DIVERS ORDRES DES 
FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES INDEPENDANTES. 


99. Soit 
u=f\(z, as z) 


une fonction des variables indépendantes x, y, z. Les 
régles de différentiation des fonctions d’une seule variable 


z ne ey Z du 
donnent immédiatement les dérivées successives oe? 
ati 


@u du pide du is du du 
es 6. 9) 1S —9°*++5 —— 9 6 6 oy ———e 
daz?” > da” eg dy’ ; dy” dz ee dB 
Or toutes ces dérivées sont des fonctions de x, y et z, 


que l’on peut différentier par rapport a l’une quelconque 

d du 
(=) 
dy 

dire la dérivée par rapport a y de la dérivée de u par 


rapport a a. 
Pour plus de clarté, on Roe indiquer ces deux 


du 
dpa 
(2) dy, d_tt 
u 


dy a dy dx ? 


des variables. Ainsi lon peut prendre > cest-a- 


opérations successives par 
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ddu Cu 
Widen kdy. de 
Vordre des différentielles dy et dx au dénominateur 
indique suffisamment qu’il faut prendre dabord la 


suffit d’écrire simplement > parce que 


pes x . du i 
dérivée de uw par rapport a x, qui est qz? ct ensuite Ja 


Aree du i" 
dérivée de 7, par rapport ay. 


du 
(= 
2 dy au : on 
De méme —— ou exprimera la dérivée par rap- 
Ax. dx dy 


port a x de la dérivée de u par rapporta y. 
On indique d@’une maniére semblable le résultat d'un 
nombre quelconque de différentiations exécutées dans un 


certain ordre sur la fonction vu, par rapport aux diverses 
du 


riables qu’elle renferme. Ainsi, par exemple, ———_ 
Mee ‘d »?P ine dzdady dx 


Nee : du oe ai 
signifie qu’il faut prendre d’abord — =u, ,ensuite— = u,, 
diz dy = 
ai, dus , , 
puis 5— = us, et enfin ze Ce dernier résultat u, 
du 


t ) . . 
. uwexprime la notation ———_.- 
CU R dzdxdy dx 


THROREME SUR L ORDRE DES DIFFERENTIATIONS. 


100. Le résultat final de plusieurs différentiations suc- 
cessives est toujours le méme, quel que soit ordre dans 
lequel on opere par rapport aux diverses variables. 

Je dis Vabord que 


du du 
d — a — 
dx dy 4 Cu Mu 
Ee ou que  ———- = ———. 
dy dx ‘ dydz dxdy 


En effet, si Pon ne fait varier dans la fonction u que x 
et y, on peut, en faisant abstraction des autres variables, 
représenter u par f(x,y). Or ona 


: } du ; 
f(a ths NS r)= (E+) h, i <@ 
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a étant une fonction de x, y et h, qui tend vers zéro en 
méme temps que /, quelle que soit la valeur qu’on donne 
ay. 
Changeons dans cette équation y en y +k. Le premier 
membre devient 


a +hyt fey t). 
f 
Dans le second, ee * devient 
Az 
du 


a 
_ 2 ee 
dx 


a? 


6 tendant vers zéro avec A; a prendra une nouvelle valeur 
F 2 ih. Ae? oa ae 
de la forme zg + @'k, «' ayant pour limite 7,’ Sik dimi- 
hy 


nue jusqu’a zéro; cette nouvelle valeur devant encore de- 
venir infiniment petite avec h, il faut que a’ s’annule 
aussi avec h. On aura donc 


flat hyy+h)—fler+ &) 


du 
du : dx 
= (4 ated) bata is. 
dz dy 


En retranchant la premiére équation de la seconde, puis 
divisant par hk, il vient 


SF (e@thyy +h) —S (ey +h) —S(@ + hy) +h (ey) 
hk 


du 


: ; ‘ oe Meds 
On voit que le premier membre a pour limite a’ quand 


h et k décroissent indéfiniment. 
Mais en faisant varier dans f(x,y) d’abord y et en- 
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suite x, on trouve que la méme expression a pour limite © 
du 

d= 

bas quand h et k tendent vers zéro. 
Ata. 


Les deux limites doivent étre égales; on a donc 


du du ; 
Sige madi @u au 


—= c@) —— = —— : 
dy dx dydx  daxdy 


Il est bon d’observer que cette quantité, a laquelle on 
parvient de deux‘manieres différentes, équivaut aux deux 


expressions 
AAs’ 9 Ae Ayu 
Ax Ay Aza y 
de sorte qu’on a A, A, ASA, Us 
aussi bien que Gd, @ = dod, wt 


AO1. Exemrres. 1°. ws a 


On a 
ad A me du M a-n—l » 
aS ys ae : 
ait 
dx .. au ee 
dy dye, A taint 
te 
dy au ca au 
dat dau dy Oe Nay te 
ae u = are tang he 
x 
dye Ue Tee. 
x +y 
di Say Cie | Dis . 
dx x+y" dy x+y 
d*u yx au 


— 


dy dau (iy? Vw da dy ae nares 
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102. La proposition étantdémontrée pour deux différen- 
tiations successives, il en résulte que si l’on avait a diffé- 
rentier une fonction plusieurs fois de suite par rapport 
a ses diverses variables et dans un certain ordre, on pour- 
rait, sans changer le résultat final , intervertir l’ordre de 
deux différentiations consécutives. On ‘peut donc amener 
chaque diflérentiation a tel rang qu’9n voudra, c’est-a- 
dire intervertir a volonté lordre des différentiations suc- 
cessives; de méme qu’on démontre qu'un produit reste le 
méme, quel que soit l’ordre de ses faéteurs, quand on a 
prouve gu’on peut échanger deux facteurs consécutifs. 
On aura, par exemple, 


an are d°u ais au 
daz dzdxdydzdx dzdzdydxdzdx dz? dy dx* 


DIFFERENTIELLES TOTALES DE DIVERS ORDRES D UNE 
FONCTION DE PLUSIEURS VARIABLES INDEPENDANTES. 


403. Soit u une fonction de trois variables indépen- 
dantes x, y, 2, et proposons-nous d’en calculer les ditté- 
rentielles totales du, d’u, d*u, etc. 

La différen tielle premiére est 
2 du du du 
= —d —'dz, 
eg dx cag dy ‘ace dz ee E 
On aura la différentielle totale de du ou la différen- 


tielle totale et du second ordre de u, en prenant la diffé- 
rentielle totale de chaque terme de du, ce qui donne, en 


b a’ u d?u } 
ae PCL 
observant que Wale de ay 5 
du ; a? dan\ 
Vos G ¥y 63 
en a eagle 
i aAu d? ON 
ie d 
By aca aid ap ood * | Ly 


2 d? (2 ‘ 
+ (5 dx + # dy + —* ds \ds, 
ly dz be 
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ou 
d*u 2 (fe: y 
Sanco Rae 2 i er cc 3 dx dy 
du 2 
23 d 
. 2 eds de re i dy dz 


On voit que d*u peut sf hdl ar eS oes au carré la 
différentielle premiere — ~ der 7 ny ve 26 ~ dz » pourvu 


qu’au numérateur de a yee du carré développé 
on remplace du? par d? uw. Avec cetie convention. on peut 
écrire la formule symbolique 


du du du \ (2) 
du |—d. iy ar ; 
5 & ; ae dy Ly dz 


/ 

On aura de méme, en général, 

a= (3 dx +- ee +- git a\. 
da ay 9 OE 

Pexposant entre ed a igs indiquant qu'il s’agit d'une 
formule symbolique, c’est-a-dire a une expression dans 
laquelle il faudra remplacer du” par d’u aprés le déve- 
loppement. 

On démontre la généralité de cette formule en prou- 
vant que, si elle est vraie pour un certain indice 7, elle 


est encore vraie pour lindice m+ 1. * 
* En effet, un terme quelconque du déy eloppement sym- 

bolique de d"u esi de la forme y ; 
(1) k BSS « dx? dy1 dz" 

dal dy da" : 
ou Pargtr=wzn, 

1 72ers 

el pisos _- A 


OP PCL. Bog 1.2. eK 
Le terme correspondant dans d"w est 


du 
, ) % ee? dy Vidz". 
se) dx? dy? da" eae 


Ov aura d"*'u en prenant Ja différentielle iotale de 
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chaque terme de d"u. Ov la différentielle totale du 
terme (2) peut s obtenir en multipliant sa valeur symbo- 
lique (1) par l’expression 

Boeretit du du ‘ 
(3) Fe de oF dy + ae, 
pourvu qu apres le développement du produit on change 
du"** en d"** u. Done la différentielle totale de d"u ou 
d"** w sobtiendra en multipliant par l’expression (3) la 
valeur symbolique de d"u qui, par hypothése, est la 
puissance 7"*”"* de Ja méme expressiom, On aura donc aussi 
la*formule symbolique : 
Th | ‘du du du 1 Se as) (n+1) 


— dx + —dy 
adr os dy — a 


ae tt 
DERIVEES PARTIELLES DES Lane IMPLICITES. 


104. On a vu que si lon a une équation f(x, y) =o 
entre deux variables x et y, on en tire 


of 
af df me en ae 
meg Sher aad dou de 3% df 
dy 


On peut aussi exprimer les dérivées suivantes 2, 
‘ Zz 


d3 
S, =, eic., par les dérivées partielles des divers ordres de 
S(, y)', car en différentiant par rapport a x l’équation 


7h , 
ae PS ty , dx étant regardée comme constante, on 
dz dy dx ; 3 
trouve 
d? af d af f(dy\? df dry 
af +2 af. : ca + as te + — Lis T= ; 
dz? dxdy dx dy? dy dx? 


5 et the Brsk : 
d’ou l’on tire EF En différentiant de nouyeau, on ob- 


d*y agi 
Wet? dxt 
403. Si on a une scule équation entre trois variables 


F(2,7,%)=09; 


tiendra de méme 


6.. 


-* 
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deux quelconques entre elles x et y sont indépen- 
dantes, et la troisiéme z est une fonction déterminée de 
celles-ci. On peut trouver les dérivées successives de z 
de la maniére suivanie. 

En différentiant Péquation f(x, y, z) =o par rap- 
port a x, dont z est une fonction, on a 


df df dz 
if es aR ee 
“) HES eee 


ccd 4 dz 
d’ou l'on tire —.- 
A 6 


On a de méme 


| 
| 
i 


5 ; : dz 
équation qui donne la valeur de ny 
che 


En différentiant (1) par rapport a x, on aura 


af ‘ EP Maks iF fudge en ay, IOS: 

dx? dxdz dx dz? (= dz dz? ..’ 
Aa é HED 
d’ou l’on tire —- 
dz? 


Kn difféventiant (1) par rapport a) ou (2) par rapport 
a x, on trouve également 

2 2 Lf z 2 d 1? 
d’*f ie dz df a d*f dz dz Yad2z 


— 


= . . . =='oo 
dz the. | gyda daw dias din ccvthe! Maana et ete ac 


ye ras d*z 
dot l'on déduira - : 
dx dy 


Enfin, en difiéreatiant (2) par rapport ay, on aura 


dif De 
| sey = —— 


ae r = 0, 
dy? dy iz dy ‘do? Wdy 


P : ; dz 2 x 
équation qui fera connaitre set On trouyerait de méme 
dz dz . 
de coe 

106. Par exemple, l’équation de la sphere 
vty? + z?7—a>*=0 


e, 
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donne 
dz 
ee ye ata: 2 
/ dz \? d'z dz \? az ‘ 
—— 2 = —_— Se) 
aa te ar ee, =< ies tea? 
dz dz el a t 
= ve SS) 
dx dy dx dy - 4 
d’ot l’on tire 
dz 59 ae x 
a ee Tg eo 
d*z xt 3? az yee hee wy 
dx? sap Fay dy’ mg dx dy 2 
P) 
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HUITIEME LEGON. 


Applications analy tiques du Calcul différentiel. ~ Démonstration de la série 
de Taylor.— Remarques sur l’emploi de cette formule.— Autres formes 
du reste.— Série de Maclaurin. — Remarques sur la série de Maclanrin. 
— Développement des fonctions exponentielles. — Développement de 
sin x et de cos x. 


DEMONSTRATION DE LA SERIE DE TAYLOR. 


107. Ona vu, dans 4/gebre élémentaire, que sil’on 
change x en 2+ / dans une fonction entiére de la va- 
riable x, qu’on désigne par f(x), on peut développer 
Sf (2+ h) en une suite de termes ordonnés suivant les 
puissances entieres ct positives de l’accroissement /, et 
qu'on a Ja formule 


( Fla + A) F(z) 4 0F (2) + SF (2) +. 


| + eee) 3 


St’ (x), f" (x), etc., étant les fonctions dérivées succes- 
sives de f (x). Cette suite se termine d’elle-méme et con- 
uient m+ 1 termes, quand f (2x) est une fonction entiére 
dont le degré est m; car sa fonction dérivée de ordre m 
est une quantité constante, et les dérivées des ordres su- 
périeurs a m sont nulles. 

Nous allons voir comment la formule précédente peut 
s’étendre 4 une fonction quelconque f (x) dune va- 
riable x. 

Représentons par R le reste qu’on obtient en retran- 
chant de f (a +h) la somme des n +1 premiers de la 
série . ; 


7 We 
F(a) + hf! (ae) + ——f" (x) eee, 


{ p t f 
Rm. AR oR ad AR ¢ Eat. | an Be 
ee ig era = =—— + | “ a 
oa da Dh 1A do : ad é 1 a e 
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quiaun nombre indéfini de termes, quand f (2) n'est 
plus une fonction entiére; on aura 


| R=Sle+ 4) —S(2) af (2) — "ay. 4 
oe ere 


7 


Bie Z wy ae 
Faisons maintenant 2 +-h = z, dov'résulte h = 2—x 
el nous aurons 


| R=S (2) —fle)—(2—a) fof SP prin) — 


R dépend, comme on voit, de z, de & et den. 

Comme x et z sont deux quantités indéterminées et 
indépendantes l’une de Vauire, on peut faire varier x 
en laissant z constant et prendre la différentielle ou la 
dérivée de R par rapport a ta variable’'x. On aura 


See Sf (a2 — a) f (2) (a) 


dx 


(2— 2x) (z—a)" 


ot aes 3 eels eats ae e) 


Gta 


ie (x) 


‘tous les termes se déiruisent, excepté le dernier terme 
du second membre, de sorte qu’on a simplement 


(3) eis Lae ere) ey no 


dx Tie 3en it 


Ceite formule va nous servir a déterminer deux limites 
entre lesquelles le reste R sera compris. 
Sil’on remplace f+!) (ac), dans le second membre, par 
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une constante arbitraire C, on“aura 


a ae Cea ee ee 
aL Ve 2 Sige n =) a7 eas 
En retranchant cette équation de Ja précédente, on trouve 
oe ig ud on pov Es 
ax |: 1.2.3...(2+1) 
(4) (z— 2)" 


SS SOY (z)], 


Teton 
équation qui a lieu quelles que soient x et z. 


408. 1°. Supposons aprésentx< zouh positive (puisque 
h = 2z—.r) et admettons qu’en faisant croitre x depuis 
une valeur quelconque plus petite que z jusqu’a la va- 
leur z, la fonction f\’t” (a) reste finie et continue, ou, 
en d’auires termes, varie par degrés insensibles. Dési- 
gnons par Mla plus grande et par m la plus petite des 
valeurs que prendra cette fonction. En remplacant C 
par M dans |’éqaation ci-dessus, le second membre 
sera positif ou du moins ne scra jamais négatif pour les 
valeurs de x croissantes jusqu’a z. Ainsi l’on aura 

a (= ple 
ag 373i BD M | >. 


Donc, tandis que x croit jusqu’a z, la fonction 


(s— eye 


R 
Ts 2 Sin elie eb) 


M 


croit aussi continuellement, puisque sa dérivée reste po- 

sitive (ou plutét ne devient pas négative). Mais cette 
(2 a anyih 

T Bin Sts 5) ew) 

vient égale a z [ car alors R est nulle, formule (2) |. Done 

elle est négative pour les valeurs de x moindres que z, et 

par conséquent on a 


fonction R — 


M est nulle quand a de- 
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Si dans la méme équation on remplace C par m, qui est 
la plus — valeur de f"+") (a), il vient 


ibs: Rees m| <a. 4 


Donc, en faisant croitre x depuis une valeur quelconque 
(2 ay 
ae £2 + 1) 
puisque sa dérivée est négative; el comme cette fonction 


jusqu’a z, la fonction R — m décroit, 


s annule quand x atteint la valeur z, elle doit éire posi- 
tive pour les valeurs de x << z. On a donc 
(z iais ene 
m 
1.2.3...(% +1) 
Voila deux limites de R. 
2°, Supposons maintenant x > z oul / négative, et dé- 


R> 


signons toujours par M et m la glus grande et la plus pe- 
tite valeur que prendra f(t") (x), si Von fait croitre x 
depuis la valeur z jusqu’a une autre valeur quelconque 
plus grande que z. En remplagant la constante C tour a 
tour par M et m dans l’équation (4), on aura, si le nom- 
bre n est pair, 


igs re ae ae 


dx 


da: 
Donc, en faisant croitre x depuis z jusqu’a une valeur 
{z van TN 
le.'3...(2 1) 
WVabord nulle pour «=z, croit en méme temps que x, et 
par conséquent est positive. On a donc 


quelconque, la fonction R= M, qui est 


- = (z ‘ eo 
2.355. (n +7) ‘ 
et Von trouve de méme 
R (2 nae ae! 
ee 
see (nm +- 1) 
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Sin est un nombre impair, on trouvera les mémes li- 
mites de R, mais prises dans lordre inverse, et par con- 
séquent les deux inégalités seront les mémes que dans le 
cas ou x était < 2. 

On remarquera qu’en supposant «> z, le facteur 
(z—x)"*! est négatif ou positif, selon que 7 est pair ou 
impair. . 

409. Il résulte de ce qui précéde qu’en a, dans ious les 
cas, 
(2 ae Er 
- 2. 3. h(t 3) 
en désignant par K une quantité comprise entre M et m. 


> 


Donnons maintenant a x une valeur fixe arbitraire, et 


désignons par x’ 


une variable qui reste comprise entre 
les deux valeurs déterminées x et z ou x et er +h. La 
fonction f(t") (2’) que, par aapetnese , reste finie et 
continue quand x’ varie depuis x jusqu’a x + h, passera 
successivement par tous les états de grandeur intermé- ~ 
diaires entre sa plus grande etsa plus petite valeur, entreM 
et m; elle deviendra donc égale a la quantité K, qui tombe 
entre M et m, pour une certaine valeur de la variable x’ 
comprise entre les valeurs exirémes x et x +h . On 
pourra représenter cette valeur de a! par x-+0h, 0 étant 
unnombre positif plus petit que Punité et dailleurs in- 
connu ,, de sorte qu’on aura 

FOV (ae + 0h) = K. 
L’expression précédente de R deviendra done 

hs 

(5) RS a a eo 
en Pégalant a son expression primitive (1), on aura enfin 


la formule de Taylor ‘ 


) (eth) =f) +f (2) + he lea 
6). vie - 
oe ee gs i \++ a cokes ee fir) (aye 0h); 
SDR oM ono... (7 4-1)" 
la Pat h esta volonté Sie ounégative.4, ff --% 
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Cette formule a lieu pourvu que f+ (x) reste finie 
et continue pour toutes les valeurs de Ja variable x’, de- 
puis la valeur x que l’on considére dans la formule jus- 
qu’a x-++ h. Car alors chacune des fonctions précédentes' 
F(x"), f(x’), ete., sera aussi finie et continue pour 
x'= x, et pour toutes les autres valeurs de x’ comprises 
entre x etx +h. 2 
Les fonctions dérivées d’ordre supérieur a m—+1 ne 
sont assujetiies 4 aucune condition. 
AUTRES FORMES DU, RESTE. 


410. Si l’on sait seulement que la fonction f™) (x’) 
est finie et continue quand x’ varie depuis x2 jusqu’a 
zw —+h, et qu’on n’ait pas la méme certitude pour 


Ff ("*) (2), on peut écrire , 
; her 
= " \ owe ea (u—1) r 
\ fae ghee he weg unter 1.2.3...(2 Lae (z) 
A : 
ee eT) ) 
a re baa 
1% hn me 
Ajoutant et retranchant per rel. )(x),ona 
hr 
Vfle2 + hjHf(x)+hf' (x)... t+ oy — F(a) 
(7) he (n) 
Se ees 2 he — FUG, i 
hd seo abe (2 ett achieve 


Le reste R quwil faut ajouter a la somme des n + 1 pre- 
miers termes de la série indéfinie 


pour avoir la valeur exacte de f(x -+/), prend done ceite 
nouvelle forme : 
(8) R= ff) (e+ 08) —f(2) 

Le nombre 6 plus petit que Punité qui entre dans les 
formules (7) et (8) n’a pas la méme valeur que dans la 
formule (6). 


La formule (7) suppose que f\”) (x) reste finie et con- 


* 


92 COURS D ANALYSE. 

tinue pour toutes les valeurs de la variable x’, depuis x 
jusqu’a x-+h; elle n’exige aucune condition relative 
aux dérivées d’un ordre supérieur a n. Celles-ci pourraient 
devenir infinies ou discontinues pour des valeurs de x’ 
comprises entre x et x -+/, sans que la formule cessat 
d’étre exacte. Ainsi, en donnant a x une vaieur particu- 
here, ce développement (7) de f («+ 4) peut étre exact 
quand on larréte 4 un certain terme, et devenir inexact 
si l’on voulait le pousser au dela. 

Supposons, par exemple, qu’on ait 


f(2)=9(2) + (2 a)*4(2), 
p.étant un exposant positif fractionnaire ou incommen- 
surable compris entre les entiers net n + 1. Les dérivées 
de f(a) seront finies ct continues pour x= a@ jusqu’a 


J'" (x) inclusivement, en supposant que les dérivées de 


g (x) et de b (x) lesoient; mais au dela elles deviendront 

infinies pour =a. Le développement def (a+ h) ne 

devra donc étre poussé que jusqu’au terme a fi (a) 
[i ee Ce 

tout au plus, et on le complétera en Jui ajoutant le reste 


Ar 
ae et (n) = £0) i 
rk ae & pare ey 


qui est une fonction continue de h, 


111. Le reste R de la série de Taylor peut encore étre 
mis sous une autre forme, qui est utile en certains cas. 

Ku désignant par ¢ (a) une fonction queleonque de x, 
on a, dapres la formule (6), 


g(a t+h)=pl(e) +h (x+ dh), 
ou, en remettant z—zx ala place deh, 


9(z) = o(w) +(2— 2) o'[(a@ + 46(2—2)]; 

mais sig (x) représente le reste R, on a 
(z= a2)" 

Neon get - Voc ee eae 

oa) : FAS] are (= )s 
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formule (3), de sorte que P’équation précédente devient 
[z—2 —6(s— 2) 


g(a) ou R= (z—2) eee 


A frt'[x + 0(2—2)| 
ou 


(9) 2 ee 


= Ft ee (0-1). | os : 
aera (engin 


; 
Gest toujours un nombre positif plus petit que Punité, 
dont la valeur nest pas la méme que dans les formules (6) 
et (7): 

REMARQUE SUR LA SERIE DB 4AYLOR. 


ae “ iis ‘ fs 
112. Si Von arréte la série de Taylor aun terme quel- 


hr ” . 
oer, (#) qui ne soit pas nul, on pourra 


conque ros 


toujours prendre la quantité i assez petile pour que ce 
terme surpasse en valeur absolue Je reste qwil faudrait 
ajouter a la somme 


f(a) + 1f (2) +... + fm (2) 


afin d’avoir la valeur exacte de f (x +h). 

En effet, si !on prend la seconde forme du reste (8) , 
pour que le terme qui contient h” surpasse le reste corres- 
pondant, il faut qu’on ait (en ne considérant que la valeur 
absolue de chaque facteur) 

h n he 
fi") (x) > 
ou simplement 
FP) (x) > Re (2+ 6h) — fi (x): 

Cette condition sera toujours remplie, en prenant / 
suffisamment petit, si f” (a) n’est pas zéro et si f\”) (x’) 
reste finie et continue pour toutes les valeurs de 2x’ 


[7a 10 4-0) —— 7") (a) 


Fk DyOLawe raDe3 rahe 


comprises entre x et x+h, puisqu’alors la différence 
Sf (2+ 6h) —f™ (ax) tend vers zéro en méme teinps 
que h. 

On voit méme que le rapport du reste R au terme en 
h” ow lon a arrété la série tend vers zéro 4 mesure que h 
diminue. 


F(z) =f (0) + 2f' (0) + =a (0) Fe. Say: (0) + 


(10) ¢ F() 


J (2) 
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SERIE DE MACLAURIN. 


113. Si lon fait x =o dans les équations (6), (7) et 
dans celle qu’on obtiendrait en substituant l’expres- 
sion (9) de R et qu’on remplace ensuite la lettre h par la 


letire xz, on obtiendra les formules 
AG f epettl 


pee eT (n+1) ; 
1 253u8 oe (2); 


=f (0) + af! @+y" (0) +... —<— f 2 BASIC gee ar (6x) —¢& 
= $0) -+ af! 0) ZY (0) i AO cae fOr) (92), 


On développe ainsi une fonction quelconque de x en 
une suite de termes. ordonnés suivant les puissances en- 
tiéres et ascendantes de x, pourvu que la fonction dérivée 
de Vordre 2 +1 ou celle de l’ordre 2 de f(x’) reste finie 
et continue pour les valeurs de la variable x’ comprises 
entre 0 et x. 

Si, lorsque 7 croit indéfiniment, l'une des expressions 

Sant 
1.2.3...(2-+ a 
grt i _ 


ou = ee ar x 3-1 -)\)) 
Tie Does al deg 


fOr") (Ox) 


tend vers zéro, du moins cane x est au-dessous d'une 
certaine Jimite, la séric 


2 


—f" <0) 


(o) + 


1 (0) + af’ (0) + 


indéfiniment prolongée sera convergente, et, en ouire, 
aura pour somme /{ (x). Cettederniére formule est celle 
de Maclaurin. 

Si elle était démontrée avant la formule de Taylor, on 
pourrait en déduire celle-ci, en considérant f(x + h) 
comme une fonction de h a développer suivant les:puis- 
sances de h par Vune des formules (10). Bey 
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REMARQUES SUR LA FORMULE DE MACLAURIN. 


114. La fonction f(x) ne peut pas étre développée sui- 
vant les puissances de x par la formule de Maclaurin, , 
quand cette fonction ou l’une de ses dérivées devient mfi- 
nie ou discontinue pour x = 0. Maison peut alors la dé- 
velopper suivant les puissances de —a, en changeant 
dans la formule de Taylor (6) x ena ét hen x—a, ce 
qui donne 


Al) =F (a) + (a —a)f' (a) + al ya) +. 
(11) hae pt he 
Pe eS 6 (a) + ST per) (a 8f)s 


la seule condition a laquelle la valeur @ soit assujettie est 
que f "*") (x’) reste finie et continue pour toutes les va- 
leurs de zx’ depuis @ jusqu’a x; la série sera d’autant plus 
convergente que la différence x — a sera plus petite. 


415. La fonction f (x) ne peut étre développée en une 
série convergente procédant suivant les puissances en- 
tiéres et ascendantes de x autrement que par la formule 
de Maclaurin; car supposons cet autre développement 
en série convergente, 


f(#4)=A+Be+C2?+Dz2'..., 


on en conclut 
. : 7 (o\7] 
[ASslo)1+(B—f'(o)]e+ | e—E) | 4. =o, 
En faisant x = o, on obtiendra successivement 


1) 
Oo 
A=flo), BES (0), c=. 

De méme la formule de Taylor donne le seul dévelop- 
pement possible de f (2 + h) suivant les puissances en- 
tieres de h. 

116. Il ne faui pas croire que la série indéfinie de 
Maclaurin, quand elle est convergente, ait toujours pour 
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‘somme f (22); la somme de ses termes peut Converger vet's 
une limite diflérente de f(x). 
mS 

Par exemple, !a fonction e * devient nulle ainsi que 
toutes ses dérivées pour x = 0; tous les termes de la série 
de Maclaurin appliquée a cette fonction sont donc nuls, 
et cependant la fonction n’est pas nulle. Si y (x) est une 
fonction développable par la formule de Maclaurin, et 
qu'on pose i “y 


eke) Hy (2) gues 

la fonction f(x), développée par la méme formule, don- 
nera lieu a une série convergente, mais qui aura pour 
some g (x) et non pas la fonction développée f (x). 

L’égalité d'une fonction f(x) a la série de Maclaurin 
prolongée a V’infini, ne peut étre établie qu’en démontrani 
que le reste qwil faut ajouter a la somme d'un nombre 
quelconque de termes de cette série pour avoir la valeur 
exacte de f(x), devient plus petit que toute quantité © 
donnée quand Je nombre des termes croit jusqu’a linfini. 

Les mémes remarques s’appliquent a la série de Taylor. 

DEVELOPPEMENT DES FONCTIONS EXPONENTIELLES. 

117. Nous allons développer quelques fonctions parti- 
culiéres en séries par la formule de Maclaurin. 

Soit d’abord 

J ({2)= 


Les fonctions dérivées sont toutes égales a e*, et Von a 


FLO) Sexs FLO \e= toe fer) (9a) = e?*; 


dou 
; x x y pad ; wr 
OES Di rshe ies heey hy Sx Bs MS Ps a ee 
I 1.2 Teed eee aaa 
Fecad Picks 
iD. de ete E) 
Pca eit 5 Be 
Le reste = peut deyenir plus petit qe 
1.2 3..,(@-+1) 


i 
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toute quantité donnée si lon prend n suffisamment grand. 
En effet, on peut écrire 


ea ee: x a 5% x 
een Se Se = oe 6 4, 
1.2.3...(2-+1) Me 2D i Laer eo, n+ 


Si on prend un nombre déterminé ,k <1, on arrivera 
, . 5 2 
nécessairement a un _ facteur ee <_ ks; comme les 
z I 


ee ee Zz x 
facteurs vont en décroissant, le produit ——-——...— 
ie a ge 
sera plus petit qu'une puissance de k marquée par le 
nombre de ces facteurs , c’est-a-dire plus petit que A"t!~, 


et par conséquent aussi petit qu'on voudra, en prenant 7 


d; donc le produit =.= --;—*—, et 
assez grand; donc le produl = Bo ip he et par suite 
grt eI@ 
Taso «0. (72 + 1) 


devenir plus petit que toute quantité donnée; d’ou lon 


A A 5 

le reste (puisque e'” reste fini), peut 
ae 5 moe 

conclut que la série 1+ ~-+ —> +.-- est convergente, 

et qu’elle a pour somme e*. 


418. On peut déduire de la le développement de a’. 
En effet, si l’on observe que a= e'“, d’ou a* = e*"™, 
on obtient, en changeant dans le développement de e’, 


xen x la, et en remplacant e’” par a’*, 
elas ee (le) a (la) a” (la)" 
af=1-+ —— + a eR ee 7 Eee 
1 1.2 1d. a Padias, 72 
gr! (lq rr! 
( ) ae”, 


1.2.0.0, (2 + ¥) 


résultat qu’on aurait pu obtenir directement. 


DEVELOPPEMENT DE SID.X ET DE COS 2. 


A119. Soit % 


f(e2) = sin 2; 


I. | 


gS COURS D ANALYSE. 


on aura, en appelant m un nombre pair quelconque , 
f'(2)=cos2, . f"(2)=—gn2, f" (2) S>—cosz, 
fi (a)ssinz,..., Masa asinz, fer) (c)=—eosz; 

dou 
FG) Os: JO) == 15 of elO) ase, F..( 0) =a 
FY (Ol 0, fN(e) = cos (tz): 


Tl faudra prendre + cos (9x) ou —cos (6x), suivant 
que n+-1 sera de la forme 4p +1 0u 4p-+3. On aura 
done 

d acs “4 
Un Ee Ae es a 


s 


oy grt ger 9 
(eos Hise ee os That “a 


Maintenant, en valeur absolue, cos (0.x) est <1. D’ail- 


leurs on peul toujours prendre 7 assez grand (n° 4417 
P J P 
antl a 2 ] 5 
our que ——_————. devienne plus petit que toute quan- 

P q 1.2...(2-+ 1) : Br q q 

uité donnée. La série 

Pies fe By 10 
AY Sey es 
Prod, “yee Sao ; 


est done convergente et a pour somme sin x, 
‘ Tw A 
Lorsque l'on aura «> = lesigne de cos (8x) dépendra 


de la valeur de 6, et l'on ne pourra pas, en général, sa- 
voir le sens de erreur commise, lorsqu’on s’arrétera a 
un terme dun rang déterminé. Mais si, comme il arrive 


. ° vis . soe 
ordinairement, x est << 57 00s (9x) sera toujours positif, 


et ’erreur commise sera alternativement en plus et en 
moins. 


420), Soit maintenant 


Fr) "cogs 
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on aura, en appelant 7 un nombre impair quelconque, 
SF'Ax) = Bin ® tine fa (ac) = — COs. x, 

f” (2) = ste, FO & PSMeOS2,...5 
f(a) = Esin x, fe (02) = =F 005 (9.2) 5 * 


on aura alors 


big Xs 
cos x = | — —— + — + —... 
Leo et Dad. op 
ar! grt 


a re -cos (9x): 
4.2.3...(—1) + 1.2.3.8 (e+ 1) i) 


@aprés ce que on a déja démontré (117), on peut donc 
écrire, quel que soit x, 


ee es we 


gees ay ee 1,2.3.4.5.6 zi 


Univ. ef Arizana Library 
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NEUVIEME LEGON. 


Suite des applications de la série de Maclaurin. — Formule du binéme 
pour un exposant quelconque.— Développement de log (1+ x). — For~ 
mules pour le caleul des logarithmes. — Des logarithmes considérés 
comme limites de fonctions algébriques.— Seconde démonstration de 
Ja série de Taylor. 


FORMULE DU BINOME POUR UN EXPOSANT QUELCONQUE. 
121. Proposons-nous de développer (a +- 6)", m étant 


yuelconque. On a, en posant pa £ 
I que. ’ P Py ee 


(a+ b)™"=[a(t+a2)"=a"(1+.2)". 


By 


La question étant ramenée a déyelopper (1+ x)", 
soit 


f(e)= (1+ 2); 
ol. aura 
J) (2) = m(r aye, fi" (a) 
J (#) = m(m—1)...(m —n—+1) (1+ x)", 
FOF” (0a) = m(m—1).. «( 


unite 1) Ae) Sa 


m—n) (14+ Oa)". .., 
el, par suite, 


ee ; cee ae 1) 4 
<=, —_————— 2+... 


4 


m(m—1)...(m—n-+1) 


—+ amen 
Poo oe 


m(m — 1)...(m—n) 
W238 hee (Reet) 


i gent! (2 as Dear st 


422. Supposons d’abord que Jon ait, en valeur ab- 
solue, x >1;je dis que dans ce cas la série sera diver- 
gente. En effet, on a pour l’expression de deux’ termes“ 


NEUVIEME LEGON. 101 


consécutifs , 
m(m—tr)...(m—p-+ 1), 


tl a »P 

a 1. ay ae ag) é 
m(m—1)...(m-~p+2) ‘ 

up — Bie 
L.2.. Sa fp — a) 
i S, u GaSe 
par suite, ee [oe Be re. 
Up P 


f 

Comme ce rapport, 4 mesure que p augmente, tend 
vers X, et que x est >1,il s’ensuit que la série est diver- 
gente. mee . 

Quand au contraire x est <1, en valeur absolue, la 
série est convergente et a pour somme (1-+.)". Ici nous 
distinguerons deux cas: 

1°. Supposons d’abord x > 0, on aura 
m(m—1).-..(m—n)ar' ‘el I sae 


R= 
Ted Mey. (RT) 1+ 62 


Le premier facteur peut se mettre sous la forme 


m(m—1)...(m—i+s)2 
ROE a ad 


m—t m—i—tI m—nRr 
itl i+ 2 no-t 


Ces derniers facteurs convergent vers — x en prenant 
Zassez grand, et si k est un nombre positif moindre que 
I, mais plus grand que x, ou peut supposer?z assez grand 
pour que chacun de ces facteurs soit moindre que /, 
absiraction faite du signe. Leur produit sera donc moin- 
dre que k"*'~', et par conséquent aussi petit qu’on vou- 

m(m—1)...(m—n) 


dra. Done le produit total PP GEE 


aussi petit qu’on voudra en faisant croitre 72. 
= I n+i—m 
Quant au facteur (————- , comme son exposant 
1+O62 


oS serai 


finit par étre positif, il tend aussi vers 0 , A moins toutefois 
que @ qui dépend de 7 ne s’approche aussi indéfiniment 
de o. Mais dans tous les cas ce facteur reste moindre que 
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Vunité. Par conséquent, le reste R de la série tend tou- 
jours vers 0, quand 7 croit. Donc la série représente 
(1 + x)” pour toute valeur positive de x plus petite quer. 
Comme d’ailleurs le reste change de signe quand 7 aug- 
mente d’une unité, les sommes successives de la série 
seront alternativement plus petites et plus grandes que 
(1+ 2x)”. 


125. 2°. Si lavaleur de x est négative, rien ne prouve 


I RE ae Bf yonle 
que le facteur (55) ne croitra pas indéfiniment, 


et méme il devra croitre, 4 moins que 6 ne tende vers o. . 
Il faut alors recourir 4 l’autre forme du reste, 


m(m—1)...(m—n) 


SS eee Was rth \t a che ae 
aS 4.288 Sh.7n ar+' (1 —6)"(1 + 02) : 


ona donc en valeur absolue, si l’on pose x = —z, 
_m (m—1)...(m—n) anti (7 9)", (1 vane 
1.2.0 a. 7 (1—O@s)" 


ou 
eesti Sad) oe ee (; =F) (12m 


Nye Reece re ye L0 1—9@z 

Le premier facteur tend encore vers 0, quand n aug- 
mente, d’aprés ce qui a été démontré ci-dessus. 

D’un autre cété, comme on a manisl <¥y = vik ; 

I— 02 I— 0z 
peut devenir plus petit que toute quantité déterminée, a 
moins que @ ne tende vers 0, et dans ce cas méme ce fac- 
teur est toujours plus petit que r. 

D’ailleurs (1 —@2)"~* est <1 si} m— x est positif, 
et < Ac. = si m —1 estnégatif : ¢’est donc, dans tous 
les cas, une quantité finie. Done R peut devenir moindre 
que toute quantité donnée, siz est assez grand. 

Ainsi, en résumé, si © tombe entre — 1 et + Ir, ona, 
quel que soit 7, . 


m(m— 1) 


, , mm —1)(m—2) 
resi + mex Se IS eee a 2 3 <i 
(ha Slee Tae oe meas OA. 
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DEVELOPPEMENT DE log (1-++ 2). 
124, Soit 
f(z) H(t 4 2). 

(On ne prend pas lx parce que, pour x = 0, cette fonc- 
tion et ses dérivées seraient infinies.) On aura 

I (QS 2) SF" (2) = 1 bey? £2 (2) =1.2(1- 2)... 
FO (arse FE 12 (ea) (i x), 

SO) (9x) = 41.2.3... Ox), 


done 

ee ee x an grt! 4 I 
l(i+a2)Se2—— 5 =— S++... ES 
( ) D, 3 4 ASS, Pega rota ae 


Le rapport d’un terme au précédent esb, cn valeur absolue, 


? 2, et Von yoit que cette valeur converge vers.x quand 
oe : 
p augmente. Donc, @aprés un théoréme précédemment 


démontré , la série est divergente lorsque x est > 1, en 


valeur absolue. 

Supposons maintenant qu’on ait, en valeur absoluc, 
a <1. Nous allons démontrer que dans ce cas la séric 
est toujours convergente et a pour somme I(r + x). 


1°, Soit d’abord & positive; ona 


pe vf (=) 
n+ti1\1+ 6x 


\ 


——— est une fraction proprement dite; sa puissance 
1+ 02x 
(7 + 1)°”* pourra devenir plus petite que toute quantité 


donnée; et il en sera de méme deR, a fortiori. 
2°, Soit maintenant x négative. Posons x =— z. On 


aura, abstraction faite du signe, 


I grrl I Zz n+l 
Re ee = era) 


Mais, sous cette forme, on ne voit pas que le reste tende 


= 
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vers 0; prenons donc l’autre forme de R, 


BOT = Des I 

— (M+!) (Qa) = w+! (1 — 0)" pe 
eae Ce ee ae <p bay” 
on aura 


pc |. Zz 

~ \i—6z, a ee 
z2—Oz 

I1—94z 


— 9 
Or = - esto 2< 1. Douc ( 
— az 


nan 
) el par suite 


zZ—Oz\" ZB : By es 5 
(==) <a peut devenir plus petit que toute 
quantité donnée. 

Ainsi , lorsque x tombe entre + 1 et —1, ona 


‘ 2 3 4 
(1) lnte)se- t+ ya gt 


FORMULES POUR LE CALCUL DES LOGARITHMES. 


425. On tire de cette série des formules trés-commodes 
pour calculer les logarithmes népériens des nombres. 


h 
En effet, posons x == —; on aura 
7 


Si h==1, on aura 
I I 1 
] al == ee —— —, 
(7s a) ly Sage Sue 


formule qui donnera | (y +-1) au moyen de celui dey, et 


a | 


d’une série qui est trés-convergente lorsque y est un 
nombre trés-grand. 

Cependant on peut encore obtenir une série plus com- 
mode, On a, en changeant x en,— x dans la formule (1), 


laa) = 4 _— ae wo 
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done 


r+ 2) —1(1— 2) =1( 


=) 


i 2 


xc Hi 
=a(2+ T4354...) 


% 
> et comme 


I Sh h 4 
Posons =1-+ -:0n en'tirex = 
Lae y oy th 


i 
] (: +) =l(y+h)—ly, on aura 


‘ Va 


h I he 
l y gaat = mi a se {|e 
(2) hy +2) ke | ata oeat | 


4 
C’est au moyen de cette série que l’on calcule | 10 
Pour cela on fait d’abord y=1,h=r1, et ona 


a> : ace See ee 
Se eC gs ee 
puis 
hig 2.2: ISalgt2 (2425 +...) 
De 1a on déduit 


lio =12+15 = 2,3025818, 


et, par suite, le module du systéme décimal 


1 
Tre 0,434294482 = log tab. e. 


126. Posons 
yoat—o5e ec ythow'—252'+ 144, 
ou yaa? (x +5) (2 —5), 
y th=(e2+4) (x —4) (2 + 3) (© — 3). 


En substituant ces valeurs dey et de / dans la formule (2), 


ona 


M2441 (w—4) + I (@ +3) +I(e— 3) —2l2—I(2 +5) I(x —5) 


72 I 72 ) -( 72, \ 
=2 j F aa 9 oF pe vi & 2 9 
eee ies ld = x-+-72 5 \.c'—25 27+-7 2, 
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| Lorsque x est trés-grande, le second membre de cette 
égalité est trés-petit. En effet, si l’on a par exemple 


" 2 . 
x > 1000, le ter ne pe eee sera plus peut que 
2 a: car 
72 72 Ph gil gee 
PSS Ras ree) aot 205) a0" one 25 
10% 


Les autres termes de la série seront beaucoup plus petits 
et décroitront méme trés-rapidement;, par conséquent, si 
Von avait x = 1000, ou un nombre supérieur, on pour- 


i ; I 
rait, avec une erreur moindre que —— , poser 
a 10!’ 


(e+ 4)+1(« —4)+1(@ + 3) +1(2— 3) 
—2le—I(«+5)—l(a4—5)=0, 
formule qui donnerait l’un quelconque de ces logarithmes 
lorsque les autres seraient connus. Il est facile d’obtenir 
une multitude de formules de cette espéce. 


127. La série de Taylor peut servir a démontrer que si 
deux nombres sont supérieurs a une certaine limite, telle 
que 10 000, la différence entre ces deux nombres , pourvu 
qu elle soit suffisamment petite, quelle ne surpasse pas 1 
par exemple , est sensiblement proportionnelle a la diffé- 
rence de leurs logarithmes. 


En effet, comme | (1 + x) = > en sarrétant au 
? 


Fy 
1+ 62 
yremier terme, dans la série de Taylor, on a 
I > ylor, > 


: h h 

ae Lo gle hy eae 

F I 

ved Meso Ny sg — "oe ee 
Wy +h)—ly _ y+! 


done 


Vy + i) ly PAS ‘yy —- Oh 


¢ 
= 
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Comme il n’entre ici que des rapports de logarithmes , 
on peut écrire, dans un systéme quelconque , 


log (ye #)— bey ye 
log(y +1)— logy ¥+Oh z 


puisque, dans deux systémes différents , les logarithmes 


des mémes nombres sont proportionnels. 
f 


+6’ yt I 
fe) cs eas 2 
r ary zs > ou nt ey 
i 9! a? 
de méme 2—. Sas fae eae sag 
yroh y+ yt 
2 / 
Donec zee f = = 
ytoh 
o 
@ étant plus petit que @-; par suite, 
af 
bly eA logy ke). 
log(y+1)—logy ; 


donc 
log(y +h) —logy =[log(y +1) logy | 
+ whflog(y +1) — logy}. 
Donc si |’on pose 
log (y +h) — logy = [log (y +1) — logy hh, 
erreur commise E sera 
wh [log (y +1)— logy] = whloge[l(y +1)—ly], 


ou, ce qui revient au méme,. 


E = wh log re 


et comme On a 


fe loge <= h<1, 


on aura 


ae wae sl y >> 10000. 
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Réciproquement, on a : 


Riles ty ai tog 7 "a. 


~ log(y +1)—logy 6 


h 


Let Sy: 1 ee 
en négligeant la quantité hw << —- Si y > 10000,°on- a 
uf 


ce , a ‘ : 
done fea ——— pres. Mais il y a une autre erreur a crain- 
10 000 
] b) ? Lb aN ere x Al 
dre, parce qu'on n’a a et 6 qu’a une unité pres. Alors on 
2: Su T X 
n'a h qwa — pres. 
‘I Coe 
DES LOGARITHMES CONSIDERES COMME LIMITES D EXPRESSIONS 
ALGEBRIQUES. 
; 1\ # 
4128. Nous avons vu que e=lim{i+-—-) quand p 
—- 


devient infiniment grand. On peut démontrer que 


x m 
e* = lim (: + =) 


m 


quand m devient plus grand que toute quantité donnée. 


En effet, si l’on pose 
m 
x 


m x . 
2S? ona Ii-+— =e+a, 
D m 


a% étant une quantité qui s évanouit quand m surpasse 
toute limite. Done 


(: + = == (¢ -B =)* dee 


m 
Cette égalitéa lieu quel que soit m3 par suite, elle a encore 
lieu a la limite, quand « = 0, Done 


x m 
e™= lim ( + =) . 
m 
On pourrait dailleurs le démontrer directement , 
< - I m 
comme on a démontré que e = lim (: + 4 . 


7 
129. Si l’on pose 


ca ¥, aoa ny; 
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oats . : bys\y 
il s’ensuit que y = hm (1+ —) ; 
m 


par conséquent, 


/ — 
lim ‘Vy = lim is =) ou ly =lim[m(Vy —1)]- 


C’est ce qu’on peut d’ailleurs démontrer directement. 


. - < a ia 5 
En effet, puisque | (1 + x) = ae Von pose 


m/— ae my 
I he S= Ceol Far == —I 
= VI Vera 


ene ae 
ee ie) 

m oo 
donc ‘a ane >) 


a 6 (Vr — 1)? 


1 


Or sim est tres-grand, \yy—1 est une fraction ex- 
irémement petite, qui a la limite devient 0; d’ou l’on 
déduit encore 


ly = lim | m (‘/y —1) | quandm =a. 
Cette formule peut servir a calculer le logarithme né- 
périen d'un nombre. Pour la commodité du calcul, on 


peut faire m égal a une puissance de 2, et alors ‘/y s’ob- 
tient par des extractions successives de racines carrées. 


130. On peut se servir aussi de cette formule ‘pour 
développer | (1 + w) en série. En effet, si l’on pose 


Gf Ses 


on aura m\/y —1=m(i+uy"—1, 

et si wu est moindre que l’unité en valeur absolue, le se- 
cond membre pourra étre développé par la formule du 
bindme; on aura ainsi 


1 ay N/a 
. oe a a= =} il 2p 
2 Mn m 
ale 


m(t-+-u)™—I>u- i (ee he te. ° 
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ce qui donne, en supposant m= o , 


ent 8 Sa Sacre weer 


AUTRE DEMONSTRATION DE LA SERIE DE TAYLOR. 

131. Soient m et M la plus petite et la plus grande va- 
leur de f"*? (x), lorsque x croit depuis x, jusqu’a X. Si 
a+hest une quantité comprise entre x, et X, on aura 

I*™'(at+h)—m>o. 
Mais le premier membre de cette inégalité est la dérivée 
par rapport a h/ de la fonction 
S* (a+h)—f"(a) +hm, 
done cette fonction croit avec h, etcomme elle est nulle 
pour 2 = 0, on aura pourh >o 
S"(a+h)—f"(a)—hm>o. 

Maintenant le premier membre de cette nouvelle iné- 

galité est la dérivée par rapport a h de la fonction 


h?m 


M SF" (a +h) —f"-'(a) — hf" (a) — 


ee 


donc cette derniére fonction est croissaute avec h, et 
comme elle s’annule en méme temps que h, on aura pour 
i 0 
; h?m 
fr (a+ h) —f""'(a) — hf"(a) — —>o. 
: , Sis gue aan 


On aura de méme 


aa he on hin 
Pe Ny Fe) = WS Go ae eee 
fr-3 (a aR h) aif Pa tela) aa Af" (a) i ah eas 1 fen ay = 
et enfin 
Tah) fla) IF" (@) 
(1) h? uv ad ie B i 
stay (@) <= I mie (a) ieee eee cs, 
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On trouvera de méme 
f(a-+-h) f(a) — Af! (a) 

(2) h? An her 


ys ea BY a ee n Se, , 
oa Na Pesta Aaa (2) 1.2...(2-+1) aos 


On conclut de ces deux inégalités 


flat h) =f (a) + Hf (a) 


hr "4 


ft ; 
— a Bi eS SG ft R 
ae prt eo at : 
P. . Art 
R est une quantité comprise entre ~——~———, nm et 
, 1.2...(2-+1) 


Art 


Phas 5 M : parconséquent on peut (n°409) la repré- 


Ari 


Sener par 
Ber 1.2...(” +1) 


finie et continue pour toutes les yaleurs de x comprises 
entre x, et X. On aura donc 


f(a+h)=f(a) + f(a) 


Arr fla oh 
1.2...(”+1) ae); 


aaa (a+ 6h), sif"** (x) reste 


Se ee met ae ae 
= eee = "(a 1 
TD 4) Mela 72 (2) 


ce qui est bien la formule de Taylor, accompagnée de son 
terme complémentaire. 

On a supposé jusqu’ici l’accroissement / positif. Lors- 
que cet accroissement est négatif, il n’y a de changé dans 
la démonstration précédente que le sens des inégalités (1) 
et (2). 


y 
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DIXTEME LECON. 


Généralités sur les expressions imaginaires.— Formule de Moivre.— Déve- 
loppement du sinus et du cosinus d’un arc suivant les puissances du 
sinus et du cosinus de cet arc. — Développement d’une puissance d’un 
sinus ou d’un cosinus suivant les sinus et les cosinus des multiples de 
Varc. — Résolution de Véquation binéme. — Théoréme de Cotes. 


GENERALITES SUR LES EXPRESSIONS IMAGINAIRES. 


. 132. La résolution des équations du second degré qui 
n’ont pas de racines réelles conduit a des expressions 
que lon nomme zmaginaires, et qui sont de la forme 


a+b / Se 
On a trouvé de grands avantages a introduire ces ex- 
pressions dans le calcul : on les combine par voie d’ad- 
dition, de soustraction, etc., en opérant comme si ~—1 
était un facteur réel dont le carré fit —1. On obtient 
pour résultat de nouvelles expressions imaginaires, et il 
est utile de reconnaitre les relations qui existent entre les 
quantités réelles comprises dans les expressions données 
et dans celles qui résultent de leur combinaison. 
Une équation ot entrent des quantités imaginaires est 
Ja représentation symbolique de deux équations entre des 
quantités réelles. Ainsi, ’équation 


ab Va =a! + V1 
comprend les deux suivantes : 
2.5 LOO. 
133. Toute expression imaginaire a+ V1 peut 


éure mise sous la forme r(cos¢ + Y¥—rsine). Il faut et il 
suffit, pour cela, que lon ait. 


Ba TS, a : b 
ra Va+ 0b, cos f= ———._ ¢t sint = 


Va -+ b Yar by’ 
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on a aussi 
b 


ane é*=— = 
3 a 


La quantité r que l'on prend toujours positive est dite 
le module de Vexpression imaginaire. Les valeurs de sin t 
et de cos t font connaitre larct ou Par gumentz on le 
choisit ordinairement positif et plus petit que la? ii¢on- 
férence. f | 


FORMULE DE MOTVRE. 

134. Supposons maintenant que Lon fasse le produit 
(cos x-+ ¥—1 sin) multiplié par (cos y + ¥—1siny); 
on aura, pour la parte réelle , 

cos «cosy — sin x sin y ou cos(z+ y), 
et pour le coeflicient de Lae 4 
sinxcosy +smycose ou sin (a+ y), 
Par conséquent, 
( (cos x + ¥—1 sin 2) (cosy + Y—t siny) 
t= cos(x + y) + Y—1 sin (x@ + 7). 
De 14 on conclut facilement, quel que soit le nombre de 
facteurs , 
{(cos e+ V—1sin x) (cosy + V—1siny)(cosz + ¥—1sinz)... 
' 2200s (2p y oh. . ye Yisin (@ iy & oe .), 

En supposant «= y =z =..., on en déduit, m dési- 
gnant un nombre entier et positif, 

(1) (cos « + y—1sinzx)" = cos mae + V—1 sin mz. 


Cette formule, appelée formule de Moivre, est encore 
vraie lorsque m est un nombre fractionnaire, positif ou 
négatif. 

DEVELOPPEMENT DU SINUS ET DU COSINUS D’UN MULTIPLE 
D'UN ARC SUIVANT LES PUISSANCES DU SINUS EF DU COSI~ 
NUS DE CET ARC. 

35. Si Pon développe le premier membre de la for- 


I ) 
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mule (1), etque Von égale, de part et d’autre, les parties 
réelles et les parties imaginaires, il vient 


m (m-— 1) ; 
| COS mx cos” 4 — iliceaed cos”? x.sin? £ 
Teo 


“ 
| i m (m — 1) (m — 2) (m — 3) cos"! xsin'a —... 
\ 


EO ag 
et 
sin mx == m cos™—' x sin x 


m(m —1)(m — 2) 


I - COS! 2 ISI ato 
Meg 


On voit que cos mx et sin mx s’expriment en fonction 
rationnelle de sin x et de cos x. Dans tous les cas, cos mx 
peut s’exprimer en fonction rationnelle de cos x seul, 
mais sin mx ne peut s’exprimer en fonction rationnelle de 
sin x seul, que si m est un nombre impair. 


DEVELOPPEMENT D'UNE PUISSANCE D’UN SINUS OU DUN 
COSINUS SUIVANT LES SINUS ET LES COSINUS DES MULTIPLES 
DE L’ARC. 


136. On peut aussi résoudre la question inverse et 
développer cos” x et sin” x suivant les cosinus et les si- 
nus des divers multiples de x. Soient 

u=cosr+Y—i1sine et e=cosz — f—i sing, 
onaura 2cosr—=u+e et 2V—1sinz=mu—p; 


de la résulte 


ia ces" xv lu ae om = yn + mu" 9 dk m(im—1) Wepre 
) ; ee see 
{.2 
\ 
m (im — 1) 
+. - sao lay ey he ae mie”! a5 yr, 
ae 


Il eonvient de distinguer deux cas. 
1°. Sim est pair et égal a 27, le développement ren- 
ferme un nombre impair de termes et il y a un terme 


m(m—1)... (z +1) 
Oe op ey hehe A) 


du milieu qui est wo", Ona done, ew 
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groupant les termes également distants des extremes , 


/ 2 cos” 2 = um Ly + me (ar ae pire) Bs ae 


« 


| om (wm — 1). (+1) 
: Hee Ocis Me 


TEE GR . 


Or wu? + 0? = 200s px et vP pl |, puisque ae, donc 
\ 2” cos™ x = 20S mx + 2m cos (a aja+... 


ts (m — 1)... (nr mi) 
Tone 


at 
dou = e 
| 2™—! cos” 6 = Cosma + mecos (m — 2) x 


1 m(m—tr)... (+1) 
; oe F eet ee ea 
ee NR ties, 2 Hg Dos Bete a7? 


(1) jos 


. . - a y ld 
2°. Si m est impair et égal a an+1, (u+v)” 
aura un nombre pair de termes, ct l’on obtiendra faci- 
tal 
lement 


2™—' cos” x = cosmax + mcos(m —2)x 


(2) m(m —t) ee (m2 —1)... (2-4-2) 


(i oer 
COs Ea) t: 208.6 9 


COS x. 


437. Pour avoir sin” x, il faudra prendre la formule 


“a—o=2)— Isinz, 


et en élever les deux membres a la puissance m; il vien- 
dra alors 


| ae : m(m—r1) 
| ( Vv = 1)" 2”. sin™ 2 = wu” — mu" » + ———_—_ u™~* p?_., 
oe) 
‘ 
m(m—1 : 
* mies eh) LLC erat 172 Upta! S p™, 
pb. 


1°. Supposons d’abord m pair et égal & 2 2. Alors 
. ae 
ia eet a te 
et il y aura un terme du milieu qui sera 


4m (m 4) 7 .{m +1) 


ur gy? 
Tae DIC ar Vv PLe 
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On aura donc, en groupant les termes deux a dene, 


(— 1). 2" sin® == (u™ +o") — mo (ur? + or) “a 
m (ma —T) uv? (es ae et a 4 
“i 1.2 
\ Ys Diads on te 


ou, en remplagant wi ++ v* par 2 cos kx, u‘ y* par 1, et 
divisant les deux membres par.2, 
(— vor sin ree = cosmx — m cos (m— 2) a 


3 TM Pe— I TN Ge——— ¥ R T 
Of AEM cnln iin ae mi ae. 


2°. Supposons maintenant m impair et égal A 27-+1. 
Alors 
(v1) (—1)" y=1, 
et l'on aura , en groupant les termes deux a deux, 


( see, site v= gir sin” xe ( pee o” ) — mur ( yn? yee) 


AGN aa esi 


ara (m —1)... (2 -+ 2) wor (u—e). 
Woe one eae 


En général, 

uk — vt =o —isinka, wu 
Donc, en divisant les deux membres par 2 ¥—r, il 
viendra ' 


| (— 1)" 2"—' sin” #2 = sin ma — m sin (m —2) x 


(4) ie cae sin Vahey ae ere ee eect 
: re Ci oh 


sin 2. 


RESOLUTION DE L’ EQUATION BINOME. 


138. La formule de Moivre peut servirsa la résolution 
de l’équation bindme x” = + a. Nous traiterons d’ abord | 
Véquation x” =a, a étant une quantité réclle et positive’ 


ty 


~@ dot a" == r™ | coset Vout sin me), 
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i cet effet, posons 


was r{eosis--y—=".1 sins), 


on aura pour déterminer + et ¢ Véquation 
r" (cos mt + — 1 sin mt) a, 


yur revient aux suivantes: 


m™cosmt=a, r”sin mt = 


En élevant ces deux éyuations awearré et ajoutant, on 

a Vabord : 
? 2m — (an > 
dou 
atl 
r+ Va, 
+-\/a désignant la valeur arithméuque de la racine m'*”"” 
de a. I suit de la que 
sin mt==0 el cosmt=+1; 


" oat 20% 
done THEO seg OU. 6 


5 
re 


i élant un nombre entier queleonque, positif ou négatil. 
Ainsi les diverses valeurs de x sont données par la for- 
mule 


DLT SD eure 
C= | COS == Vi Las . 
oN He mM 
139. Pour avoir toutes les valeurs de x, il suflit de 

donner az les valeurs o, 1, 2, 3,..., m—1. Eneffet, on 
peut toujours poser 

i= mq + 4, 
k étant un nombre entier, positif et moindre que m. U en 
résulte 


Qtr Bhd ©. Dir ww her “Qin 2 ha 
S29 + jy. SI ——> == Sin 9 COS = cos —— s 
m ; m m m m m 


el, par conséquent , 


21h 21% 2 ker: — Oh Te 


cos —— + ¥ — 1 sin —— =cos ~— -+ Vi fea} GUT cea j 
m m m a 
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Done Ja formule 


2hr a 
== F | cos - + ¥—I1sm 


11 JA 


donne toutes les valeurs de x, lorsqu’on attribue seule- 
ment ak les valeurso, 1,2,3,...,m—t. 

De plus les m valeurs ainsi obtenues seront toutes dif- 
férentes. En effet 


mme k est plus petit que m et posi- 


2k x . : 
tif; on <( 27; par eonséquent, deux quelconques 


des arcs coil date D ‘ont pas, a la fois, méme sinus et 
méme cosinus. 


140. Il n’est méme pas nécessaire de donner a k toutes. 
les valeurs entiéres de 0 a m—tr. En effet, supposons que 
Pon fasse 


= ae kK’, 
il viendra 
2hr ah! x Df te 2k x 24hr 2h x 
SS Sate > COS = cos 5 Ss SS in 7 
m m 1 mw I 22 
et, par conséquent , 
2AT —— , wher 2k tr j— . 2h ar 
cos t vi = Sisk SOs re \V I sin ° 
Wl 7 QQ 2 


I] suit de la que si Pon prend 


; hr sit 2 Ava, 
2 r (cos Ste eT ISTE 2S 


At Wn 


on aura toutes les valeurs de x en donnant a & Jes valeurs 


é é 1 RE eR — 1 
OTH 2y d's o,'* 4 PUES 5 ou 


> suivant que m sera 
pair ou impair. 
THEOREME DE COTES. 


141. Laformule précédente, en faisant eonnaitre toutes 
fes racines de Péquation bindme, permet de décomposer 
le peetaier membre de cette équation en facteurs réels du 
premicr ou du second degré. 

Nous distinguerons deux cas : 


19) 


1°. Si mest pair, on donnera a k les valeurs: 01, 2! 


2 
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ey 
? 
‘ 


R27 —- 27 
a (cos 2 "fist =") ) 
Ut 


m 


I] résulte de la, en groupant lps*facteurs qui corres- 
pondent aux racines con juguées , 


m m 2 2 2 aie 2 
Tol FEV == (a-— r?} Gi DT COSe tye 


Fil 
(1) ; ; ’ 
fie 4a py hae (m—2)r ; 
Se (eat —— 08 —— or 7? | er 2 —— 9 cos) SOs) 
\ m m 
2°, Sim estimpair, on doit faire k égal a 0, 1, 2, 3,..., 
m—t 


———-) et Péquation a” — 7" == 0 aura pour racines 
2 


eT, 


( re) 
ar {eos = ¥—t sin 
m m 


4a uaa 
} 


j i —1)7 he a in BY a 
cr { cos a: ys ie v= 1 screreigel ; 
Dans ce cas, on a 


2% 
a" —— 7" = (x — 7) (« 7 COS — fk ot | 
m 


/ 


\ 


m —1) 
| x ( epee Pe as +) Es 2.7rcos Clore hae Gi ”) ; 
‘ m \ 


Mn 
/ 


(2) 


L’interprétation géométrique de cette formule et de la 
précédente conduit au théoréme de Coles. 
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Décrivons un cercle avec un rayon égal ar; menons w 
Fig. 5. 


diamétre AA’, et, apartir du 
point A, divisons la circon- 
férence en m parties égales. 
- Prenon’s sur ce diameétre une 
longucur OM= z, et joi- 
gnons le point I M aux divers 
points de division. MB étant 


MB <= 0B + OM —20B.OM cos BOA, 


26 
ou : MB.MB’ = 2? + r? — 270 cos — 
IN 
Deméme, 
"4 
Tv 
NGM Gi a te ire cosas ee 
m 


On retrouve ainsi les divers facteurs du second degré qui 
composent 2” — 7", 

Si m est pair, il y aura deux facteurs réels du premier 
degré x — ret x +r représentés par MA et MA’, et dont 
le produit donne le facteur du second degré x? — r?. Si 
m estimpair, il n’y aura qu’un facteur du premier degré 
xz—rou MA. 

D'aprés cela , les formules (1) et (2) expriment ce théo- 
réme dit a Cotes, que la différence des mi" puissances 
des lignes OM et OA est égale au produit des lignes me- 


nées du point M ag divers points de division de la cirs 
conférence. a ; 
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Suite de la résolution des équations bindmes.— Théorie des exponen- 
tielles et des logarithmes imaginaires. 


2 


: : De. 
SUITE DE LA RESOLUTION DES squirions BENOMES. 
Lae 


442. Soit maintenant a résoudre l’équation 


Pe A 
ve 
ao” == —a.,g 


Posons encore 
z=T(cos¢+ ¥—1sin ee 


dott Sst (cos mt + \/—1 sin mt); 
on aura, pour déterminer r et r, les deux équationus 
r'cos mt== —a et r”sinfit =o. 


On tire de la 


770 
r= Ya, sii mt= 0, © cosmt=—r1. 
Donec 
ae 2t+1i)a 
mt=(2i+1)r, dot peti) 


mM 


z étant un nombre entier quelconque, positif ou négatif; 
par conséquent x est donnée par la formule 


Fe 1) (Ti sa a | 
2=r| cos 25 eee he a ee, i sin Gtr]. 


Mn 


Comme dans le cas je (n° 139), if suffit de faire 
successivement ¢ = 0,1,2,... (m—1), pour avoir toutes 
les valeurs de x. De plus, ces valeurs sont différentes; en 
effet, si kdésigne un des nombres 0, 1, 2, 3,..., (m—1), 
comme f est au plus égalam —1et 24 +1 au plus égal a 

, 1) : ; 
2: i, = CS tau jours plus peut que 275 par 
iit 
conséquent, les m arcs considérés n’ont pas a Ja fois le 
méme sinus et le méme cosinus. 


143. Il n’est pas nécessaire de donner a k toutes les 
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valeurs entieres de o a m—1. Eneffet, si lon fait 


k==m—i1—F, 


il vient 
—(2h' + ' —.. —(2i’ 
cos ea (24 +1)) omer [2m—(2h’+1)|x 
Mm m 
2k’ —— , (2441) 
SAR El dea acy a Se ck 
m m 


par conséquent la formule 


Bes ore rates niece 


Me m 


donnera les m valeursde x, en attribuant a & toutes les 


valeurs enticres jusqu’au plus grand nombre entier qui 
nti— I 


ne surpasse pas ; cest-a-dire qu’on s’arrétera a 


Ne = 72 — 1 


sim est pair et a si m est impair. 


144. De méme que dans le cas précédent, on pourra 
décomposer x” +r" en facteurs réels du second degré, et 
trouver une interprétation géométrique du résultat. On 
aura un théoréme analogue a celui du n° 144 avee cette 
diflérence que les divisions de la circonférence en m par- 
ties gales ne commenceront pas de suite au point A, 
mais au point qui en sera distant de l’are — 

145. En dernier lieu, supposens que lon veuille ré- 
soudre Péquation 


rgt"—-asttb Vs 
Remplacgons a+ b ¥—1 par p (cos + V—r sin 9); 
posons enfin 
z= r(cos¢ + V—tsine); 
on aura a résoudre les deux équations 
rcosml =pcose, r”™sinmt = psing. 


On tire de la 


. 9 ‘ mo 1s 
(2) = py ptlfow 7% ese. cet reese 


I. ~- 
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ema . o.8 ‘s #8 
+p étant la valeur arithmétique de la racine m‘’ de 
oe. Il vient alors 

cosmt— cose, sinmt= sing; 
par conséquent, 
2ir+9 
a eee 
Mm 


$ 


i désignant un nombre entier quelconque, positif ou né- 


mt=2inr+e, dot t= 


gatif; par suite, 
2iz+o 


2inr+ 9 
m 


Gi TON COS 
m 


+ ¥—t1 sin 
rd 
v2 J2 é . 

On prouvera, comme précédemment, qu'il suflit de 
donner a 7, dans cette formule, les valeurs 0, 1, 2,..-, 
jusqu’a m — 1, et qu’on obtiendra ainsi pour x, m va- 
leurs différentes. , 

146. La résolution de I’¢quation 
est maintenant facile 4 opérer; car on tire de cette éjua- 
tion les suivantes : 


4 D p? 
mE yee: 
/)2 
oS ie Sg 


qui rentrent dans Pun des cas déja traités. 


THEORIE DES EXPONENTIELLES IMAGINAIRES. 


147. On sait que pour toute valeur réelle de x, on a 
ae x 


e=i1+2+—+—— s+ .... 
I ies ‘ 


Convenons dappeler e “=! le résultat de Ja substitu- 
tion de x¥—1 4 la place de x dans fa série ci-dessus, on 
aura 

—— a8 i yaa : a 
4 


oP ee eee Poe ; 
eae gn ao i Hoo.S. 4 
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: 
ou a. 

oV—1 x ae xi 

el yee a... 

ae a eee ey 

< ‘ 

] yar ster eo 

= Yt fe 3 +- a 

eS ep an bees oe eel 
ce qui reyient a \ 
(1) e*'—'— cosx + V—1sin2z. 


En changeant x en — x, ona 


Sey, ¢ 
(2) el — cosa —V—1 sine. 
On tire de 1a 
ee ais ear 
COS. 2 == BS ee 
2 
et iy 
ex et v1 
SE te 
2V¥—1 


148. Lorsque x et y sont des quantités réelles, on a 


& Seeks Oy ee 


La méme relation a liew quand on a x¥—1 et yV—1t 
au lieu de x et de y. Effectivement on a, en multipliant 
membre a membre |’équation (1) et celle qu'on obtient 
par le changement de x en y, 
ma ‘eam ie Bea 
et’! s< eg | = cos (7+ y)+Y—1sin(@#+7), 
c est-a-dire . 
er a < vt — e(tt) Vay 3 
On peut encore démontrer cette relation de la ma- 
= 
niere suivante, Quand x et y sont réels, oma 
CC Gace 


aah ; 
il s’ensuit que, dans ce cas, 


“ 


{ ae Vy/ ye 
| (ita +. \(e-to+ Bidens 


Wee MA. 


Paso 


) ; 
sS1-- (m+ y) += +)... . f =¢ 
x ! 30D Y ; 
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Or cette relation est une identité, car elle doit avoir 
lieu pour toutes les valeurs réelles de x et de y, sans au- 
cune dépendance entre ces valeurs. Par conséquent, cette 
idenuté subsiste encore, lorsqu’on y change x et y en! 


xY¥—i1ety V¥—1; done 
ct vi >< e” vi = et) vat FY 

149. Par extension , on est convenu de représenter par 

et Je résultat de la substitution de x t+yV~—1a 

la place de x, dans la série 


La formule e* <7” = e**” est encore yraie lorsque 


+ les exposants sont de la forme x + y ¥>-1. 
En effet, on aura d’abord, en changeant y ou x v1 
dans l’équation identique (a) , 


Vi paty V— 
EN CNet ETNIES © 
on a, par conséquent , 


erty = e* (cosy + ¥—1siny), 


evr" — e(cuse + Y—r sine); 
donc 
oe gs. ' 
erty Ht ye gue V—i — ertu [ cos( x +o)+ ¥—r1sin(y + 0) |, 
c est-a-dire 
erty voi < glee V1 — ettut+(yt+) Voy. 


150. Toute expression imaginaire a+b ¥—I peut: 


4 . l Vo 
« étre mise sous la forme e*t?*~’. En effet , comme 


erty Vi — e* (cos 7 oo as I siny), 
il suffit, pour opérer cette transformation, de poser 
ecosy =a, csiny=b; doi (el=a-+ 0, 


et comme e* est toujours posits, 


= 1 r 
ej=+ya?+ 0; doit gar l(a+ b ). 
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On aura ensuite 
a b 


cos y = —=——— et sny = 


Va-+ 6 la abn 


Alors, si g est le plus petit des arcs positifs qui ont 


— —————. pour sinus, on aura 
Va? + bt Vat o? 


i— 21-9, 
7 étant un nombre entier quelconque, positif ou négauf. 
D’aprés cela, on a 
a+b y—1 — ele )+eint pV" 
On peut aussi obtenir ce résultat de la maniére sui- 
vante. Posons 


pe (cose + ¥—1 sing) =a+ by¥—1, 
on aura 
: b 
Ae Va? 67) ees = © et sing = ——_.. 
Vat b? Vat & 
Tl suffit done que lon ait 


et (cosy + V—tsiny) = (cose + ¥—1 sing), 
c’est-a-diree* 


e7sin y = psing: 


dela. on tire (e? == 9%, dot == p= 4- a? B, 


par suite cosy = cose et siny =sing; 


done 
YH2ir+ 49, 


7 étant un nombre entier quelconque , positif ou négatif, 
ce qui donne, comme plus haut, 


at bmi = he 4a inty) 


LOGARITHMES IMAGINAIRES. 
151. Si Pon convient dappeler logarithme népérien 


dea-bV—.iV exposant oe ts ede e, dans légalité 
précédente, on aura 


l(a -- bor) Shara b”) + (ain + o)p~—u. 


~# 
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Sous ce nouveau point de vue, une quantité queleonque 
a un nombre infini de logarithmes, parce que ¢ peut avoir 
toutes les valeurs entiéres possibles, positives ounégatives. 
Si b =0, ona, en désignant par | (a) ces nouveaux lo-: 
garithmes , 
l(a) lege (2 im » ) . te 
Sia est un nombre positif A, on ag =, et 


e,—. 
1(A) = 1A +4 2in v= ie 
; ; Bi 5 
ce qui montre qu'un nombre positif aun seul logarithme 
réel et une infinité @imaginaires. / 
Si a est un nombre négatif — A, on ag = 7 et 
i— A) =1A4 (241) y¥—1- 

Ceci fait voir qu'une quantité négativé n’a pas de loga- 
rithme réel , puisque, méme en faisant7 = 0, on a tou-~ 
jours 

\(— A) =1A+ ry—1. 


Dans le cas o1 A=1, ona 


\(1) = 2iny—r1- et H—1)=(2i+1) eV—t. 
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DOUZIEME. LECON. 


Vraie valeur des expressions qui se présentent sous l'une des formes 


Gace * = 
Oe Ow er, OR Sins 
oO ice) 


VRAIE VALEUR DES EXPRESSIONS QUI SE PRESENTENT SOUS 


LA FORME 


oe) 


% . ola) ‘ 3 a re ey Ee 
452. Soit 2 une fraction qui se réduit a quand 


F(x) 
eke (x) 
a =a, Cherchons vers quelle limite tend eat lorsque 


a tend indéfiniment vers a. Pour cela, remarquons que, 
puisque 9 (2) =o et f (a) = 0, on a identiqrement 


o(x)— (a) 
ola) celta ne Gu a 
Piet ty ahaa e ou bien Seg ore eT 
eee 
or, x tendant vers la valeur a, ? ere May acd ear a) 
Siem CE 5 t—a 


tendent respectivement, et par définition’méme, vers 


gp’ (a) et f(a). Done 


Ss 
lim —— = ou min? tim + (2) 


fe wi ha): f(x) S' (x) 


On peut arriver a ce résultat d'une autre maniére, en 


s'aidant de la série de Taylor. Supposons, en général, 
que f”*' (a) et ot (a) soient les premiéres dérivées qui 
ne s’'annulent pas simulianément pour 2 =a; on aura, 
en posant 2 =a +h dans la formule (11) du n° 124, 


fjyr+i 
: ther, nat) \ 
A ire Ma eo Ee: 
“ ; J pas [yer fines) ny is ” 
cae Nae eS b.2,3.00.(rt 1) (a+6 h), : | 
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dou 


ela Sh) gl) (a 4 8h) 
SF (ath) fC (a+ eh) 


> 


dou lon tire, en faisant h =o, 


g(x) gi") (a)* 


FLL) ort faa) (a) 


lim 


: File Gu 5 re) 
153. Exempres. 1°. L’expression ———— devient ~ 
O 


pour x=a. Or la dérivée de x” — a” est mx", et celle 
2 : xz” — qn 
de x —aest 1; donc la vraie valeur de ——— est ma'*-! 


pour «=a, quel que soit m. 
2°, En appliquant la méme régle, on trouve que, pour 
eP—haxv+thax—2a' 


. aler est 


x= a, la vraie valeur de 
0, et c'est ce que l’on peut voir autrement, car 
x — hax?+5ax2x—2a=(«—a)(*«#—22), 
z—a@a=(«#—a)(«+a); 


donc la fonction donnée est égale a 


(x —a)? (x — 2a) ee (a—a)(x—2a) 
(a—a)(a2+a) “z+a 


expression qui devient bien o pour x=a. 
e sinia ; é oO 
3°. Soit ——. Pour x = 0, cette fonction devient — ; 
aL (6) 
la dérivée de sin x est cos x, et celle de x est 1; donc la 
Apoidea eles 
limite de —— est 1 pour x=o0. 
Tk. 


Ce résultat doit étre considéré comme une vérification , 
mais non comme une démonstration, puisque nous n’a- 
vons obtenu la dérivée de sin x qu’en nous appuyant sur 


ey ei ee 
ce théoréme, que lim —— est 1 pour x= 0. 
x 


i 


ice) 
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a seal; eee: bias a sin? a 
4°. En appliquant ta meme théorie, on trouve lim 
ze 
pour x = 0; cette limite est o. 
On y arrive aussi de la maniére suivante : 


sin?z sin x 


lim alin 


hm sinz =1x<0=o0. 


On aurait de méme, 
tang x2 


lim —2— = lim 


Bese LAY ey — ec *— 224 
Dor Limite de SS 
{ we — sing 


On trouve successivement 


pour Gi 0. 


gy’ (x) e+ e428 


|| 


PAe) I— COSx ean) le aes 
te (By Pees FO 

FiCayA Aen EPCs pkg eee TPA 
g’(e) tet 

Fa) = tae gi — 2 pour == 0% 


La limite cherchée est donc égale a 2. 
On serait parvenu a ce résultat, en remplacant e*, e~* 
et sin x par leurs développements en séries. En effet, 


: THe ae 
CN ee ee Sin aos 
1.2 1.2.3 
. a? xa 
CSS = Se 
1.2 he 000) i 
BP 550 
Cy a Sie en tel Pe ea ee ae 
I. 2UOqca TDs had : 
done 
Bae 2 
(EPR an a hea) ee a ee tS Eh 
12cO Pt ase 
x x 
o— sin w= Heh 4s 
POT ee ee a 5 
Vout 


o— Sin & a ax 


a yoo 
. 2 {—— +3 ee. 
el Ce Phang Fis Sone } 


: : Slin> ig PX 
L200 FT 2 sth 
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Si Von divise le numérateur et le dénominateur du se- 

cond membre par x*, puis qu’on fasse x = 0, on trouve 
encore 


lim - ae 
x —sin ae 
. vt— x 
6°: lim —————_ —=— 2 pour xr=1; 
I—a24+lz 

. log f 

ge lim =a POUR ae =a. 
—I 


ce) 
VALEUR DES EXPRESSIONS QUI PRENNENT LA FORME —-: 


ae ‘ 
f(z) 
(ea) 


—, pour «=a, il s’agit de déterminer la valeur de 
o0 


4 


154. Supposons que l’expression 


prenne la forme 


lim 22) 


mF ; pour cela, on observe que 
x 


I I : 
or, pour «=a, >— et —_; sont nuls. Done la vraie va~ 
: "Ff ( 2) (2%) 


leur de cette expression sera Ja limite du quotient des dé- 


rivées de aes et de : a = Yon aura 
ies 
Bg lel ate), 
ee ee RO iad Pa Fe Fa: A 
SKE Sp 
ou, en désignant par A la limite de oe ) 
ag ee 
g(x) 
dou : 
f(x) g (2) 
A ou lim” ss = me es 


On retombe ainsi sur la méme régle que dans le cas ott 


gy. 
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f : . niger P 3 

Pexpression donnée devient—; par conséquent, si 7 —-+ £ 
O 


désigne Vordre des dérivées de 9 (x) et de f(x) qui, 
les premiéres, ne sont pas nulles ou infinies a la fois, 
ona 

o(a) gt) (a) 

F(a) FOO (a) 

455. En démontrant la régle précédente, on a supposé 


) x o> . . 7 ee > . . . 
que A oulim mea n’était ni nulle ni infinie; je dis dabord 
J (2) é 


que la méme régle subsiste quand A = o. En effet, g dé- 
signant une constante , expression 


Ser ca . o(a) 
deviendra encore — pour x = a; mais comme A ou = 
co f(a) 
est nulle, sa vraie valeur est g. Donc, d’aprés ce que 
nous venons de démontrer, 


9g (a) + gf" (a) 


9’ (a) 
or fe ay eee 
done 
of (a) _ 
fae 


Ainsi, dans ce cas, l'application de la régle générale con- 
duit a Ja vraie valeur de expression. 
H en résulte qu'elle y conduirait encore si A était 


(4) TAB) eS Thea Ae) 


infinie, car si, =co,ona 
/ 
9(4) 9 (a) 


= 0, 


SI (a) 
9’ (a) 


el par conséquent 3-— = 


of Aa) 


VALEUR DES EXPRESSIONS QUI PRENNENT LA FORME OX oc. 


156. Si Yon voulait trouver la valeur de Pexpression 
. 4 x ~@G 


DOUZIEME LEGON, roo 


9 (a) f(a), dans laquelle @(a) =o et f(a) == 5) Ot 


remarquerait que 


o(x 
o(2)f(2) = 22), | 
o - 
JS (2) 
expression qui devient " pour x= ac 
oO 
i 


On pourrait encore poser 


g(x) f(r) = 


: , oO 
qui devient — pour x= a. 
eo 


Dans les deux cas, on appliquerait les regles préceé- 
ee ? 
dentes. On trouvera ainsi 


: wx 5 Nee 
lim [(r—) tang = |= pours a'r: 
T 


157. Lorsque les dérivées de o(x) et f(x) conduisent 
a des expressions qui présentent toujours la méme indé- 
termination que l’expression dont on cherche la vraie va- 
leur, on est obligé d’avoir recours a des artifices particu- 
liers. Celui qui réussit le plus généralement consiste a 
remplacer x par a-+h, a développer les fonctions par 
Ja série de Taylor, a opérer toutes Jes réductions et sim- 
plifications possibles, et a faire finalement, dans le résul- 
tat, ho. 


5 < a rs (0) 
Ainsi devient — pour x =a. 
Vx —a@ w) 
yf q 
: ae 9: x 2Va—a Se odes 
Le quotient des dérivées V v — devient —, 
x O 


et il est évident que les dérivées suivantes donneront 


toujours — - Pour déterminer la valeur de cette expres- 
: ie’a) 


/ ° 
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siou, posons x=a+h,; elle devient 


Va+h—VatVh 


vh V2a+h 


Si lon multiplie les deux termes de ce rapport par 
Va+h+Va, il vient 
h+Vh(Vath+ya) . 
Vhvo2a+th(Va+h+Va)’ 
divisant ensuite ces deux termes par VA, ona 


vh+Vath+ Va . 
Voath(Va et ya) 


expression qui, pour =o, deyient 


ava I 
1 ne pas ou — 
IVa... Y2ia- == V2a 


On serait encore parvenu a ce résultat, en développant 


Vath par la formule du bindme. 


VALEUR DES EXPRESSIONS bs PRENNENT LA FORME 0°, 


158. L’expression f (x)?° ) prend une forme indéter- 
minée lorsque les fonctions f(x) et 9(x) s'annulent 
toutes les deux pour 2 =a: mais sa valeur pourra se dé- 
duire de celle que prend f(a) log 9(x) pour 2 =a, d’ou 
Pon conelura celle que lon cherche. 

Par exemple, soit a trouver pour x= la limite 


1 

pce lox flix 

de f(x)*. Le logarithme de cette expression est wel (=i. 
v 


SF’ (2) 


etsa limite est celle de - On aura done 


jim A) 


lim fl2z¥= e Le) } 


EXTENSION DES REGLES PRECEDENTES. =— ALELICA TIONS. 


159. Les régles établies ci- descues pour trouver: la 


valenr des expressions indéterminées, subsistent en- 
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encore lorsque a devient infini puisqu’elles sont vraies 
quelque grand que soit a; mais la démonstration ne 
pourrait plus se faire de la méme maniére. Nous allons 
arriver directement a ces régles dans Je cas d’une expres- 


2 : ae : : I 
sion qui devient — pour x = 0. A cet effet, soit © == -; 
0 sf 


Fy 


on aura 
ioe Sate 3 
rey pee on Peas \ay kon 
(2) “4 y » f(z ¥ 3 
dou 
£7 
ie 1 
or “ (= 
] ala) Uy) 
zx 


Or; pour 1 =<o,, on a .y 0 * done, 


ou bien 


Mais avant d’appliquer les regles il faudra bien s’as- 


ov (x 


surer que l’expression proposée, ainsi que Fay’ ap- 
proched une limite quand x tend vers! infini. Parexemple, 
V expression 
COS 2X 
. ee 
Bs COS 46 
2—sn 2 sina 
ZL 


tend vers 1 pour x=, tandis que le rapport des dé- 
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. >. I—sing ae ates Ree, 
riyées ——— a une valeur complétement indéterminée 
I—COsSz 


quand x =o. 


160. APPLICATIONS. 
: Sy AT aa aS ee 7 
1°. lim 2" e—* == lim —————_—__=o0 pour r=>o, 
er 


cette limite est encore o, méme quand n n’est pas entier, 
comme on s’en assure en déyeloppant e* en série. 
I . 
205 ae Se 1 gies ye ae 
: ? 
3°." hm (Ag Bak. ger UF Sa 1; pour +k, 


I 


5°. din" +> 2)" = Be por. 2 = -o! 
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TREIZIEME LECON, 


Extension du Théoréme de Taylor aux fonctions de plusieurs variables; 
--Extension du Théoréme de Maclaurin. —Propriétés des fonctions 
homogénes. 


EXTENSION DU THEOREME DE BAYLOR. 


161. Soit u= f(x, y) une fonction de deux variables. 
Pour développer f(2+h, y+h), on change d’a- 
bord x enx+ht, y en y+ht et,” dans le résultat 
SF (x+ht, y+kt) on faitt=r1. 

Soit done 

f (at ht,y + kt) =9(t) =U; 
si l’on pose, pour simplifier Ja notation, 
SEP ht peta y ht "q, 
ona 
U=9(4) =S(P,9)- 
Maintenant on a, d’aprés la série de Maclaurin, 


2 


14 t Y a” a(n 
9(t)==9(0) + ¢9 Be Seema get ce cpm agen 8 )(o) +R 
Sac Se iin te 22 ol) (92) — of”) (o) |- 

Loe mp Ae ; 


Mais, a cause de 9 (t) =U, 


dU dU dU dU 
1 he Se eS F a fee eee fs lt 
go (ea dp Pees dq ag (5 ae dq ). 4 


et 


puisque lon a 
ap == hdt, dge= kde; 


donc 


dU dU 
@ (epee ore 5 
: dp dq 
Si l’on désigne 9! (¢) par U’, U’ sera encore une fonction 


de p et deg, et l’on aura 


Fivey3 


; dU’ dU’ are LU CU fs 
9 (¢) = —h + — SS See Cee aq? Noe 
dp dq dp dp dq dq 


Mais le dernier membre n’est autre chose que le déve- 
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Le \ F 
loppement de (= Ifeate ey k ) dans lequel on aurait rem- 


placé dU® par d’ U; on ee done écrire la formule sym- 
boliqu e . 
pitino ae. dU : 
: (= (Fite) 


on aura de méme 
fd 1 (3) 
(y= (Ba4+ 2a) > 


lp dq 
et, général, 


CU a NO 
(n) S252), / pe See Vf - 
? (2) (= fet dq ) 


ce qu’on démontrera aisément en faisant voir (comme 
pour les différentielles totales des fonctions de plusieurs 
variables) qu'une nouvelle différentiation revient 4 mul- 
tiplier chaque terme de lexpression symbolique par 
=e i k, puis & changer les exposants de dU en in- 
dices de différentiation. 


Ainsi donc on aura généralement : 


i [r ig pes pn 
(9 (2) = a ap ai SLAG Fy ge womens ps ALO) 8 
dp" ” dpi dq 1.2 dp"~ dq? 
( 
{" ne 
= 72 a Ae caay eae i ae d U kr, 
dpdq'—' dq" 


162. Maintenant, comme 
we fe sy), Uae s (Pig i Pp ae aoe — Oo eh, 


sil’on fait to, p devient égala x, gay, U a u, et 
Yona 


; du du 
eels Whe 
( ) dx ‘ lp 2 
i; du au \\ 
(0) = | aeh =) 


© few ee we aha i@ iin 0 8h elmbey (of ds: sihey = Wehuelar Tay ie 
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I ; 
Neen ee Oe 
et Pon a 


(2) 
S(ath,y+ k)>=u+ Agee We te a (a aA t) 
dx dy 12 


1 du du (3) Str du du (2) 

++ ey ee +) Spee ee k R. 
132.3 (= ae Ss ones B (% ; dy ) a 

4 


On a d’ailleurs 


1 Ty os WD) ee aid 1 (n) 
OR ki ped rj ceay AIP a g 
I 2h. 72] aR dq dz, dy 


expression dans laquelle il faut remplacer p par «+ 6h, 
etgpary+96k. 

163. Comme h etk sont les accroissements arbitraires 
des variables indépendantes x et y, on peut les remplacer 
par dx et dy, ce qui change 9’(o) en du, 9" (0) en 
d? u, etc., etil vient : 


dz" dy 


a A a u Cu 
Fa a a a 
[rn 
du wae 
sD" 272 
On parviendrait de la méme manieére a la formule 
Sl(a@+h,y+h,z+l...) 
(@) © u da” 2 
SS on ees oe ee RS 
1.2 16 Se 
ou 
dU dU dU (n) 
— h + —A-+ —/+... 
I dp dq dr 
Re 
Me Dae? du du du (n) 
— {| —_ f; + —k + —T 4+... 
dx dy dz 


Dans cette expression symbolique, on a 


eet (EAP Bien \ se Sat (Pi Gghes +)> 
iA Nes Peto ye Pia Bret OL 5 cs 5 


et 9 représente une fraction posilive, 
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Quand on reconnait que R peut devenir plus petit que 
toute quantité donnée, lorsque m est assez grand, la série 
indéfinie qui forme Je second membre de (a) est conver- 
gente et a pour somme f(x-+h,y+h,z+/,...). Cest 
la série de Taylor tendue 4 un nombre quelconque de 
variables. 


164, On peut faire voir ici, comme pour les fonctions 
dune seule variable, qu’en prenant / et k assez petits, 
un terme quelconque du développement, s'il n’est pas 
nul, surpassera en valeur absolue le reste de Ja série, a 
partir de ce terme. 

Ainsi soit le terme 


1 du du dau 
1; — y) th / n—t i jn 
a SD Lenz é ae aa ldy a dy” ); 
ona 
LU d’u au du k ey 
—_ — — 2 — aeer 
Rios “dp* da" dps dy ax—“dy] te 
aes du dad” tt k 


dae? dy 


aprés avoir divisé les dewx termes de la fraction par h". 
; 
Or pour h=o et k=0, ABS devient Baie 20 
apt kage % datdyt 

done, en prenanth ct # assez petits, le numérateur pourra 
étre rendu plus petit que toute quantité donnée, puisqu il 
se Compose de groupes de termes qui tendent sépatément 
vers zéro, tandis que le dénominateur a une limite diffé- 
rente de zéro; done, ete. 


EXTENSION DU THEOREME DE MACLAURLN. 


165. Supposons que, dans le développement de 
S(x-h,y +h) du n° 162, 0n fasse x = 0, y = 0. Dé- 


. “du du \ 3 
sIghons pa r Uo 5 — 5 =. greeg CL que deviennent al ) 
diz} y \dy fo = 


du du 
—y 49's) pour L==0, y = 0. : . 
dx dy . ae 
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On aura 


f 1 l 
\ (hy K=ut (F A= oa k 
‘ . dx}, dy , a 


‘du du @) 
fies —\}h+(—) &] +...+R. 
dx}, ay Jig. Ss 


Ceite formule deviendra, en remplagant‘h par x, k par y, 
2 du 
wd a oy f Gre ca (Ee a? 
| fer) =au+(Z) 


(Z) 
+(—]| yx 
dy } , 
] ldu du 

=P Gel SP | 

\ oie, ay} _ 


0 
TQ) 
| oe... +R, 


/ 


(%) 


et Von aura 


jl (n) 1 (n) 
ge I du ee du k fey du ae du k 
Wee a eere dp is ay dx ay~ ]> 

? 


expression dans laquelle on doit faire x =0, y=0, et 
remplacer h par x, k par y, p par 6x et g par Oy. 


Lorsque R tend vers o a mesure gue m augmente, le se- 


cond membre de (f) donne lieu 4 une série convergente 
qui a pour somme f(x,y). C'est la série de Maclaurin 
étendue aux fonctions de deux variables. On létendrait de 
Ja méme maniére aux fonctions d’un nombre quelconque 


de variables. 
FONCTIONS HOMOGENES. 


166. Une fonction est dite homogéne, lorsqu’en mul- 
tipliant les variables qu’elle contient par un méme fac- 
teur, le résultat est égal a la valeur primitive de la fonc- 
tion multipliée par une certaine puissance de ce facteur. 
Ainsi f(x, y, z) sera une fonction homogéne si l’on a 


I (it, ty, tz) == i Ce Zz); 
m est dit le degré de la fonction. 
167. Sil’on divise une fonction homogéne de degré 
m par une des variables élevée a la puissance m, la 
fonction ne dépendra plus que des rapports des autres 
variables & celle-ci. 
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I 
En eflet, posons ta =1, on aura f= -—» ect la relation 
FAtz, ly, tz) == I" F (2575 z) 
Mi Zz Va arms 
f(s =) =) ess) eal ) 


Bee GE en 
Réciproquement , 


si cette condition est remphie , la 
fonction est homogeéne. En effet, si 


devient 


z 
PAGE eye a (2, ay ’ 
ona . 


Ha, o,m=eere(%o2). 


Eliminant la fonction o, il vient 


J (tx, ty, 12) = mf (a, YX %)s 
ce qui démontre que la fonction f (x,y, z) est homogéne. 


§ 
168. Les dérivées partielles et du premier ordre de 
toute fonction homogene du degrém, f(x, y, z), sont 
des fonctions homogénes du degré (m — 1) 

4 d ¥ 5.2 272 
Soit, en effet, Ux oso ae PPIs 8) =9(z, y,2); on a (166) 
Sita ty, iz) = Pe fias JVs Ns 

dou, en prenant la dérivée par rapport a x, 


Gitte, 07,8) Las oa, y, 


3); 
ce qui reyient a 
(tr, y, 2) =U"! (x, 7, 2)5 
GEG aise . 
done 9 (x,y, 2) ou es est une fonction homo- 
géne du degré m —1 


169. Pour toute fonction homogeéne, on a 


Sl tx, ty, 2) = f(x, 7;2)5 
posons 


f#=iI1+e2 


\ 
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On aura , uw désignant f(x, y, 2), 
(a) f(x + an, VA ay 5 Z+az)=(1+a)"u, 


Or, la série de Taylor pour les fonctions de plusicurs, 
variables, donne 


S(@+an, ytay, 2+3) 


dz 


du du du a [du du du \(*) 
psure — + — y+ — 2) 4+—(—af—yt+—sz) + 
dy dz Mee 


dx dy dz 
puis le développement du bindme donne 


m (m*— 1) 


(I+ a)"u =u+ mua + ic 


1.2 


Or, comme (a) est une identité, il en résulte que 
(1) du du e du 4 
I em ae aoe — 2 = Mit 

re Af ) 


dy dz 


du du du _\@)-_ 
(2) Bo aes) —=m(m—1)u, 


du du du. .\ 0) 
(3) (Bete + Fs) =m(m—i1)(m—2)u, 


La relation (1), la plus importante, montre que Ja 
somme des dérivées partielles d'une fonction homo- 
gene, multipliées respectivement par la variable corres- 
pondante, est égale a la fonction multipliée par son 
degre. 

470. Exemp.e. 


u=Ax?+ By?+ C2?4+ 2Dy¥z24+ 2Eaz + 2F ay, 


d 

ona oe Ay 4 2 Ez 2 Ey, 
dx 
es ts Dene, 
dy 
du 


—- =- 202+ 2Dy + 2Ez, 
dz 
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du du du 


d’ \ aaa sail ae Sra 
~ or oe dy vide 


== 2(Ax’+ By?+ C2+ 2Dyz2+ 2Eaz + 2F ary) = 24. 
171. On peut obtenir Pidentité (1) directement comme 
il suit. 
Posant tye C—O, he SF, 


ona 
IP; qs r) = f(x,y, z)5 


Vout il résulte, si l’on prend la dérivée des deux membres 


par rapport a ¢, 


df (p, VE) eee LS Ea Pahl oO 


dp dq dr 
a Tet 7 hie ays 


Cette identité a lieu pour toutes les valeurs de ¢; or 


SI, 
af(Pr 9.7) Af(P, a7) — af (Ps 9,7) 
dp dq ; dr ; 
deviennent respectivement 
di du du 
dx’ dy’ ae 
done 
du du du 
; ; Zz Ss ih 
a1) Lg he dz 


172. Pour démontrer directement la relation (2), il 
faut différenticr (1) par rapporta x, ay et az; ce qui 
donne les équations 


d?u d?u au ue du = du 
dx Y de dy desde de 7 ede 
dau d*u an ae du du 
: —— ee SSS ih = 
* da dy y dy? ee dy dz dy dy : 
d?u d°u d*u du du 
VA —_— 7 —,. 


s dx dz aes dy dz "dz dz 3 VE 
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Ajoutons ces équations respectivement multipliées par 
Xx, Y, Z, puis retranchons des deux membres de |’ équation 
résultante la quantité 


du ie du Bia du : 
— — —z 
dx dy da 


il viendra 


Be du du du (2) 
m (m —1) = peda a Sr 3 Zz . 


On obtiendrait de la méme maniére les équations sui- 
vantes. P 


# 
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QUATORZIEME LECON. 


Maximums et minimums des fonctions d’une seule variable indépendante. 
~~ Applications.-- Maximums et minimums d’une fonction implicite. 


MAXIMUMS ET MINIMUMS DES FONCTIONS D UNE SEULE 


VARIABLE INDEPENDANTE. 


173. Soit f(x) une fonction d'une seule variable x. 
Si, en faisant croitre x, la fonction prend une valeur réelle 
qui surpasse celles qui la précédent et celles qui lasuivent 
immédiatement, cetie valeur de la fonction est dite un 
maximum. On appelle minimum une valeur moindre que 
les valeurs voisines.: ; 

Si f(x) devient un maximum pour x=a, la diflé- 
rence f(a+h) — f(a) sera négative, quel que soit le 
signe de 4, pourvu qu’on prenne / suffisamment petit. 
Cette différence serait positive si f (a) était un minimum. 

174. Une fonction peut avoir plusieurs maximums et 
minimums, lesquels doivent se succéder alternativement. 
Un maximum peut étre moindre qu’un minimum. Un 
maximum négatif devient un minimum quand on fait abs- 
traction de son signe, et de méme un minimum négatif 
pris positivement devient un maximum. Ces diverses 
conséquences de la définition sont rendues manifestes 
par Vinspection de la courbe sinueuse ABCDE. Soit 
y =f (x) Véquation de cette courbe; les valeurs 


Fig. 6. maximums et mi- 

y : nimums de f(x) 
Ait ante “sont évidemment 

ESB | : les ordonnées des 

/ | | points A, B, etc., 

+—— ——= ot la tangente est 


paralléle al’axe des 
x. On yoit quel or- 
i “%. 
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donnée du point A, qui estun maximum, est moindre que 
Yordonnée du point D, qui est un minimum, et que lor- 
donnée du point B, qui est un maximum en valeur abso- 
lue, est un minimum quand on la prend avec son signe. 

178. On sait que la fonction f(x) croit continuelle- 
ment lorsqu’en faisant croitre x, dans un certain inter - 
valle, Ja dérivée f’ (x) reste constamment positive , et que 
J (x) décroit au contraire quand la dérivée est négative. 
La fonction f(x) ne devient done ni maximum ni mi- 
nimum tant que, x croissant, la fonction dérivée con- 
serve le méme signe. Mais si la dérivée change de signe 
lorsque «x attcint et dépasse une certaine valeur a, alors la 
fonction f (x) deviendra, pour cette valeur, un maxi- 
mum si la dérivée passe du positif au négatif, ou un mi- 
nimum si la dérivée passe du négatif au positif. Cette 
dérivée ne peut d’ailleurs changer de signe qu’en s’éva- 
nouissant, ou bien encore en devenant discontinue ou 
infinie. Ainsi, les valeurs de x qui rendent f(x) maxi- 
mum ou minimum, sont uniquement celles pour les- 
quelles f' (2) devient nulle, infinie ou discontinue en 
changeant de signe. 


176. Ordinairement le maximum et le minimum ré- 
pondent a des valeurs de x pour lesquelles la fonction 
dérivée change de signe en s’éyanouissant et en restant 
finie et continue. Dans ce cas, on peut établir les condi- 
tions du maximum et celles du minimum 4 laide de la 
série de Taylor. On a d’abord 

f(a th) —f(a)=Hhf' (4) +R 
Si f’ (x) n’est pas nulle, la différence f (x-+-h) — f(x) 
a le méme signe que hf’ (x). Cette différence change 
donc de signe avec h; donc f(x) n’est, dans ce cas, ni 
maximum ni minimum. j 

Mais si f’ (x) est nulle, on a 
2 
f(e+h)—f(«#)= a fi (2)+ R; 
TO. 
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alors, quel que soit le signe deh, f (x +h) — f(x) a le 
méme signe que f” (x). Donc si f” (x) est positive pour 
la valeur de x que l’on considére et qui annule f/ (x), 
Jf (x) est un minimum, et si f” (a) est négative, f(x) est 
un maximum. : 

Mais si f”(x) est nulle, on aura 


hs 
ie eo: 


I(x+h)—f(«a)= ST” (a) +R; 


et si f(x) nest pas nulle, f(x +h) —f(x) changera 
de signe avec h: F(x) ne sera ni maximum ni Minimum. 
Sly (2) == 0;On aura 
, hi 
J (2 +h) — f(x) — Timea Ae +R, 


I.2. 


et f(x) est un minimum ou un maximum selon que 
f™ (x) est positive ou négative pour la valeur de x qui 
annule f’ (x), f” (x), f” (x), et ainsi de suite. 


177. En général, si une valeur de x annule quel- 
ques-unes des dérivées successives f'(x), £"(x),..., et 
si la premiere dérivée quelle n’annule pas est d ordre 
pair, la fonction f(x) est un wunimum ou un maximum , 
selon que cette dérivée est positive ou négative; mais il 
n'y a nimaximum ni minimum si la premiére dérivée 
gui ne sannule pas est d ordre impair. 


178. Cette régle s’accorde avec celle que nous avons 
donnée plus haut (n° 175); car si, par exemple, les trois 
i: ; »P ’ 
premiéres dérivées s’annulent, on aura, en appliquant la 
série de ‘Taylor a la dérivée 
As 
fa oes 


Sf (x) +R’, 


et l’on voit bien que f’(x) changera de signe avec h. T] 
est clair que f’ (x) ne changerait pas de signe avec h si 
la premiére dérivée qui ne s’annule pas était d’ordre im- 
pair. 
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APPLICATIONS. 


479. Nous allons maintenant appliquer cette théorie a 
quelques exemples. 


1°. Minimum de x*. Comme il revient au méme de 


faire cette recherche sur le logarithme népérien de cette 
expression , posons ‘ 


bi CA ok ergy 
on aura Fn ee tae” Feb ey 
a 


red 


Or si l’on fait 1+laz=o, 


aS I 
ona le = — dois Se SS 
e€ 
1 


é, 4 fe ay I V\¢ Fi I e 
Reste a savoir si F(z) ou —l @ et par suite (5) 
ie Eases, e 
est bien un maximum ou un minimum. Or, comme 


iz) 


Gis keene 


F ee 5. Fr . i 
on en conclut que caun minimum qui répond CG 
é 


2°. On donne deux points A et B, situés dans deux mi- 
Fig. 7. 


licux différents, séparés par une 
K surface plane P. Un mobile se 
meut dans le premier milieu 
avec une Vitesse uniforme u, 
el dans le second milieu avec 

». ° 

une vitesse uniforme v; on de- 
mande le chemin AHB que ce 


mobile doit suivre pour se ren- 


I dre de A en B dans le temps 


le plus court. 
Il est clair d’abord que ce chemin devra étre composé 


de lignes droites. Je dis ensuite que la ligne brisée qui 
résout le probléme doit étre dans le plan ABCD , con- 
duit par les perpendiculaires AC, BD au plan P. En effet, ’ 
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supposons que cette ligne soit AGB et qu'elle rencontre le 
plan P au point G non situé dans le plan ABCD. Menons 
GL perpendiculaire a CD, et joignons AL et BL. Les 
triangles AGL et BGL étant rectangles en L, on a 
AL< AG et BL < BG; par suite, le mobile ira plus ra- 
pidement de A a B en suivant le chemin ALB qu’en sui- 
vant le chemin AGB. 

Cherchons donc, dans le plan ABCD, perpendiculaire 
au plan P, la ligne AHB, qui est parcourue par le mo- 
bile dans le moindre temps possible. Soient 


AC=a; Bhb=b, CD=c et--CH==z; 


le temps que fe mobile emploiera pour aller de A en H 
>Mps q Pp P 


AH a+ x? is 5 
sera — == Vai a > et celui qu il mettra pour aller de H 
iu a 


Bu b? +(e — ax)? . : 
en B sera a ve el ; par suite, la fonction 


qwil s’agit de rendre ua minimum est 


Veta Vor+(c— 2} 


Fy f\*) ue v 
Posons done 
‘ (7 v4 CcC— xz 
S'(#) ou i ———— = 9 
uvar+ x v Vb? + (ce — x) ; 
ou bien 


& C — 2 


u Va? + av ae vVb' + (c cay, 


Si Yon voulait tirer de cette équation la valeur de x, 

il faudrait en élever les deux membres au carré, ei on 

aurait ensuite a résoudre une équation du quatriéme de- 
eré, Mais comme 
a 


—=——— = sinCAH = sin AHK, 
Va? + x 


=< sin {TBD == sin BHI, 


ke 


Vb (ew) 
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on voit que, dans le cas du minimum {la fonction / (x) 
n’a pas évidemment de maximum] on a 


sinAHK _ sin BHI a sn AHK wu 


U ee 
u ” sin BHI v 


x 


, : oat Sef 
Dans la théorie de la lumiére, ceite quantité —, rap- 
v 


port des vitesses de la lumiére dans les deux milieux, est 
Vindice de la réfraction de la lumiére,au passage du pre- 
mier milieu dans le second. 

3°; fh es 


on a 


* 
e* +- 2. C08 % 4-#e~", 
é 


e? — 2sinx — e%, 


ss 
S 
| 


J” a) = e? — 2c08a@ + e~*. 

Si lon égale f’(x) 40, ona x=0, valeur qui, sub- 
stituée dans f (cv), donne f (0) = 4. 

Pour savoir si c'est un maximum ou un minimum, 
substituons o a la place de x dans f"(x). Comme 
f" (o) =09, il faut aller plus loin. Or 
Ie) = 4-2 sine ee et FM x) = e* +- 2 cosa E78, 
dou l’on tire 

fl(o)=o0 et F%(0) = 4; 
donc f (0) = 4 est un minimum de f (x). 


4°. Trouver la distance minimum d’un point donné 
M (a, 6) a une courbe dont on connait l’équation 


(x) y=f (a). 
Joignons MK, K étant un point quelconque de la courbe. 


On aura 

MK’ = (x — a)?+ (y — 6). 
En égalant a zéro la diftérentielle de cette expression , 
nous aurons 


(a—a)+(y—6)—=0, 
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équation qui revient a 7 


i al 
(2) RRS es SO ON 


c—a ax 


; d ~ Z 
Or cette relation entre coefficient angulaire de la tan- 
xr 


. » coef- 


gente a la courbe donnée au point (x, y), et (Meake 


ficient angulaire de la droite MK, montre que ces deux 
droites sont perpendiculaires entre elles. Done la droite 
minimum doit couper la courbe donnée a angle droit. 

Si la distance MK était susceptible d'un maximum, on 
le trouverait encore par la résolution des équations (1) 
et (2). Supposons en particulier que la courbe y= f(x) ° 
soit le cercle dont l’équation est 


xv +y —_ r?. 


dy ea ‘ : 
On aura alors — = —~-, et la relation (2) deviendra 
dx Y 
=p aae 
rare & = 25/05 
zr—a ¥ 


b 
ys he 
a 
Fig. 8 Ainsi, pour déterminer x 
y 
ety, nous aurons les deux 
Sele ; : 
Ee equations 
is Ba ey Sally cl 
Haske — b 
\ wy € Y=, 
eA ) é 
RK qui, prises simultanément, 
Se , e > 
we représentent les points d’in- 


tersection du cercle donné avec la droite MO. Alors KM 
sera la ligne minimum, et K’M la ligne maximums: 
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comme on le verra facilement en considérant les dérivées 
suivanies. Boke: 

Mais il se présente ici une singularité que l’on peut ce- 
pendant expliquer par la définition méme que l’on a. 
donnée des maximums et des minimums. 

Supposons que le point donné soit le point N situé sur 
V’axe des abscisses 4 une distance a ducenire. Le carré de 
la distance NH sera représenté par lexpression 


a ve =e (x ae a), 
ou bien par oF 
r?—2Qax+ a. 


Or la dérivée de cette expression est une quantité con- 
stante (— 2a) qui, par conséquent, ne peut étre égaléca 
zéro. Ainsi, quoiqu’il existe une distatice minimum qui 
est NA, on ne l’obtient pas par notre procédé. Cela vient 
de ce que, d’aprés la définition, une fonction est mini- 
mum pour une certaine valeur de la variable, lorsqu’elle 
augmente pour des valeurs plus grandes et plus petites 
de ceite variable. Or, si NH est considérée comme une 
fonction de x, NA n’est plus un minimum dans le sens 
que nous venons de dire, puisque cette fonction, réelle 
pour des valeurs de x moindres que r, devient imaginaire 
pour des valeurs plus grandes. 


Bo fe) See)" 
Cette fonction est nulle pour x =o et pour «= 6. Il 
est clair qu’entre les deux valeurs o et 5, il y en aura 


au moins une pour laquelle elle sera maximum; en pre- 
nant la dérivée, on aura 


Tita) = mee (6 — a)? — nx” (6—x/yr'7" 
= 2"—'( b — x)" (mb — mz — nx). 
Il faudra done poser 


a! (b —~ a)"—"Lmb — (m+ n) x] == 0, 
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ce qui donne les trois valeurs 


mb 

: Mt pn 8s PN Ca OP on 
A la premiére correspondra un maximum, comme on adéja 
pu le voir, mais on peut le vérifier directement, car la dé- 
rivée passe évidemment du positif au négatif quand x dé- 

mb 
. Wier n 

Sim est pair, 4 la valeur o correspondra une valeur 
minimum de la fonction, mais dans ce cas seulement. 
En effet, pour des valeurs positives ou négatives trés- 
voisines de zéro, les facteurs de la dérivée (6— x)" et 
mb — (m--n) x sont toujours positifs, tandis que le facteur 
ax”~* passe du négatif au positif, puisque m est pair: la 
fonction sera un minimum dans ce cas. Mais si m est 
impair, aucun des facteurs de la dérivée ne changera de 
signe, et il n’y aura ni maximum ni minimum. 

On verra de méme qu’a la valeur 4, il correspondra un 
minimum si 7 est pair, et qu'il n’y aura ni maximum ni 


passe la valeur 


minimum pour x = 6, si mest impair. 


MAXIMUMS ET MINIMUMS DES FONCTIONS IMPLICITES D'UNE 
SEULE VARIABLE INDEPENDANTE. 
480. Soit 
x — amry + B= a, 
ou y est une fonction de x déterminée par cette équation. 
On peut trouver les maximums et les minimums de y sans 
étre obligé de résoudre l’équation. En effet, la différen- 
tiation de cette équation donne 


dy 
(7 — wes ) —my+r=0, 


Te we ee. 


dou — = 
dx Y —— mx 


we 
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a" ° , \ . 
Comme les valeurs de x qui répondent a des maximums 
ou a des minimums de y doivent satisfaire 4 la condition 


dy a 


=.6 
dz ‘ 


on aura ces yaleurs en résolvant les deux équations 
cs 
y—amry+2? =a, «r—my=o. 


181, Supposons, pour plus de généralité, que ]’on 
ait , 


L’une quelconque des variables, par exemple, pourra 
étre prise pour variable indépendante; les trois autres 
seront alors des fonctions de celle-ci. Considérons en par- 
ticulier la fonction u. Pour trouver les valeurs de x, ainsi 
que les valeurs correspondantes de y et de z, qui donnent 
des maximums ou des minimums de uw, on observe que, 
dans le cas ordinaire du maximum ou du minimum, 
on a 


du 


—— == 
dx 


D’apres cela, la différentiation immeédiate des équa- 
tions (1) donne, en y regardant y, z et ucomme des fonc- 


: , du 
uuons de wet supprimant les termes ou entre Pe 
dx 


PEP SAN NA dz 

de dy da. dz dz 

do do dy dg do 
e) da dys ae Je nace 
dy di dy dw dz 


de dy. du» @z,do 
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Peek pA ck dy dz bans), 5 
kn éliminant — et — entre ces trois equations, on 
acymda 
arrive a une équation, 
(3) E(2,9 .2,00.=— 0. = 


qui, jointe aux équations (1), détermine les valeurs de 
X,¥,% etu, qui peuvent répondre a des maximums ou a 
des minimums de u. 


aeea 3 d dz “ 5 
L’élimination de “2 et de — entre les équations (2) 
dx dx n 
peut se faire en multipliant ces équations respectivement 


par 1, A et yu, ajoutant le tout et choisissant les indéter- 


. , ont 5 d 
minées A et » de maniére que les coefficients de - et de 
AX 
CHANG A : F abet 
er soient nuls dans le résultat. On remplace ainsi less 
équations (2) par celles-ci : 
* 
df ye cage ena 
N = 
oe deine 
df de - dy 
eee == 
(4) dy 5 Agee ap ie 
df .dy dy 
\ az Tela. ee sate 


L’élimination de A et de u conduit quelquefois plus rapi- 
pees : “ad acre 
dement a l’équation (3) que celle de St etsle. trees 
dx : dx 
les équations (2). 


182. On pourrait avoir 4 déterminer les maximums 
ou les minimums d'une fonction explicite F (x, y, z, wu), 
x,y,5 et u étant des variables liées entre elles par les 
équations 


£ 
SCO Be Ce aves 
y (2574250) =0, 


7 p(e,y 2,4) = 0. 
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D’aprés cela, lune des variables, x par exemple, 
pourra étre regardée comme indépendante; y, z, u 
F (x,y,z,u), seront alors des fonctions de x. 

Pour résoudre cette nouvelle question , il suffit de re- 
marquer qu'elle est un cas particulier de la précédente , 
savoir celui dans lequel la fonction implicite, dont on 
cherche les maximums et les minimums, n’entre que dans 
une seule des équations (1). ‘4 


9 
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Maximums et minimums desfonctions explicites ou implicites de plusieurs 


variables indépendantes.— Notions sur les infiniment petits. 


MAXIMUMS ET MINIMUMS DES FONCTIONS DE PLUSIEURS 
VARIABLES INDEPENDANTES. 


183. On dit qu’une valeur particuliere et réelle d’une 
fonction de plusieurs variables indépendantes f (x, y, z) 
est un maximum quand elle surpasse toutes les valeurs 
voisines de cette fonction, cest-A-dire celles qu on obtien- 
drait endonnant aux variables des valeurs trés-peu diffé- 
rentes de celles que Von considére. On appelle minimum 


une valeur particuliére de la fonction moindre que toutes 
les valeurs voisines. La différence Au ou 
S(mth,y th, z+l) —fl«e, 7,2) 

devra donc étre constamment négative pour des valeurs 
suffisamment petites et aussi petites que l'on voudra, deh, 
ketd, quand f (x, y,z) est un maximum, quels que soient 
les signes deh, k et 2; au contraire, cette différence est 
constamment positive quand f (x,y,z) est un minimum. 

Supposons que la fonction u =f (x,y,z) soit un maxi- 
mum ou un minimun pour x=a, y= 6, z=c. Si dans 
ceite fonction on attribue a y et a z les valeurs fixes 5 
et c, elle devra ¢tre un maximum ou un minimum pour 
x =a. Par conséquent, il faudra que, pour x=a, 


Qa ne : 2 : 5 : 
ye bz = Cy 7, Soit nulle, infinie ou discontinue. On 


MX 
; du du 
dira la méme chose de =, et de = Done les valeurs de 
ay az 


x,y, 2 qui rendent vu maximum ou minimum se trou- 
: , ~ ee pe A mate 

vent parmi celles qui rendent les dérivées —, —, — 
dx dy “dz 


nulles, infinies ou discontinues. te 
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184. En se bornant au cas ot ces dérivées sont conti- 

nues , on peut s’aider de la série de Taylor pour distin- 
guer, parmi les solutions du systéme, 


du du du 


f 


Se ED — c@) — O90, 

dx Oe eee ; 
celles quirépondent 4 desmaximums ou 4 des minimums. 
En effet, on a Au ou 


£ 


du du 1. 
S(xth,y +h,24+1)—f(a,7,2)= Gita tg. 


Or il a été démontré que l’on peut t6ujours prendre h, 
k ct / assez petits pour que lasomme des valeurs absolues 
des termes qui contiennent h, k et / a un méme degré sur- 
passe la valeur absolue du reste R correspondant, ei, 
comme dans la question qui nous oceupe on doit re- 
garder h, k et Z comme pouvant ¢tre plus petits que 
touie quantité donnée, et en méme temps comme ayant 
des signes quelconques, il suit de la: 1° que le signe de 
Au doit étre le méme que celui de 


2° que sil’on n’avaii pas a la fois 
q p 


du du du , 
Peps: dy oO; Hie oe ? 


S (2,7, 2) ne pourrait étre ni un maximum ni un mi- 
nimum A PHTY ons hen gene! simplement les signes deh, 


- 
kewl, le signe de = h ks A ok her ay et, par suite, celui 


de Au changerait aussi. On a, done ainsi sur les 
conditions précédemment obtenues. 


185. Cherchons maintenant quelles sont les conditions 
nécessaires et suffisantes pour que f (x, y, 2) soit un mi- 
nimum ou un maximum. 

La différentielle’ totale du premier ordre étant nulle, 
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on aura 
dua — (AW+ BA + Cl'-+ 2Dhk + 2EAl + 2F Al)-+R, 
I, 


ou bien At a?u st-R; 


a0 


Admettons d@’abord que A, B,C, D, E, F, qui, pour 


abréger, désignent les dérivées partielles du second ordre, 
AEM GAAD 1x la fox 1 
de? dy etc., ne soient pas tous nuls a la fois_pour les 


valeurs de x, y, 2 considérées , c’est-a-dire celles qui 
eet as 4 du du du 
annulent les dérivées du premier ordre —, —, —- 
AG Ay Teas 

Si du nest pas identiquement nulle, il peut arriver 
trois cas : 1° d?u pourra changer de signe, alors il n’y aura 
ni maximum ni minimum :; 2° d?u conseryera toujours 
le méme signe, alors wu sera maximum ou minimum se- 
lon que d*u sera négalive ou positive; 3° d*u sera nulle 
pour certaines valeurs deh, k 2, mais sans jamais chan- 
ger de signe. Alors on ne peut dire si la fonction est un 
maximum ou minimum, et pour avoir une conclusion, 
il faudrait pousser plus loin le développement de Aw. 

Nous nous contenterons de chercher les conditions né- 
cessaires et suffisantes pour que d’ u ou la fonction 


Ah? + Bk? -+- 6G? + 2eDhk- 2 EA + oF AI 


soit consiamment positive, quels que soient les signes de 
h,k, 1, pour de trés-petites valeurs de ces trois quanti- 
tés. Mais comme cette expression est une fonction homo- 
gene deh, ket /, on Se en la mettant sous la forme de 


Wie Teel. 
We ( A+Bo coyaps +on! yar )> 
( oe Ai Tae el a 
que, si elle est positive pour de trés-petites valeurs de 
h,k, l, elle le sera aussi pour des valeurs aussi grandes 
que l’on voudra de ces variables, pourvu que leurs rap- 


ports ne changent pas. Ainsi , il sera’ nécessaire ct sufli- 
ees 
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? 


sant que cette expression 
AMVV+BR+...+2Fhl 

soit positive pour toutes les valeurs réelles possibles de 
hi ket l. ; 

Observons maintenant que si l’un des coefficients des 
carrés, A par exemple, était nul, les coefficients des 
termes qui contiennent h, c’est-a-dire D et E, seraient 
aussi nuls. En effet, dans ce cas, on a 


@u=Ph+Q, 
en posant a? 


4 
P=2(DA+E), Q=BH+CP?+ 2FAl, 


P et Q étant indépendants de h ; si, aprés avoir donné des 
valeurs arbitraires a k et a 2, on fait 


Q 


h=—-—~-+a, puisensuite A= — co a, 


Pp 


les résultats de cette substitution sont Pa dans le premier 
cas, et — Pa dans le second. Donc, si P n’était pas nul 
identiquement, d? u pourrait changer de signe. Par consé- 
quent’, l’égalité A= o entraine les suivantes . 


ld 


D075 13 a0 


Il résulte de la que les coefficients A, B, C, et méme 
deux d’entre eux ne sont pas nuls a la fois; car s’il en était 
ainsi, la fonction d*u sannulerait d’elle-méme, ce qui 
est contraire 4 la supposition que nous avons faite au 
commencement. 

Supposons done que A, par exemple, ne soit pas nul; 
je dis que l’onaura A> 0; car si Yon pose k=o et 
l= o0, la fonction se réduit au terme Ah? qui, pour éire 
positif, exige que A soit >o. Une premiére condition 
nécessaire dans le cas du minimum est done 


(1r) A> o. 
Mainienant, on peut écrire d’u ou la fonction 


AR +BR+ C? + 2aDhhk + 2Ehi4+ 2FAl 
"ale It 
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sous la forme 


+ BAR+ CP’ + 2F/, 


k+ El 
A G a} anna tht) 


ou bien encore, en compleétant le carré dont les deux pre- 
miers termes sont dans la parenthese, 


DA+E? D?k?+2EDA/-+ El 
Aaa Views mn 


a Dk+E)? | (yD! D 
=a(ne 2) )+(B-Z)« +(c—F)e+o(e— 2) a. 


Si on pose, pour abréger, 


D? Hui ED 
| Meme ea G- =I, EP ate 


+BAR+CP+ 2FAl 


on deyra done avoir, pour toutes les valeurs de h, k, Z, 
D& ENG 
A ( a ae ~) +64 12+ 2MAéS 0. 


Si G était nul, la fonction considérée se réduirait pour 
D‘+E/ 

A 
a I? + 2MAl. 


(iS 


Ce bindme ne peut étre positif pour toutes les valeurs de 
Let de k que si M= 0; mais d* u pouvant alors étre mis 
sous la forme 


Dk +E? 
a (44 PEER 


\’ 2 1P, 
A / 


cette différentielle s’annulerait pour la valeur =o 
jointe a une infinité d’autres valeurs de k et de 7, cas 
particulier que nous avons écarté. 


Soit done G différent deo: si Von fait 


D 
{=o et Aw——f, 
A 


la fonction se réduit a GA’, et comme ce résultat doit étre 
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positif pour toutes les valeurs de A, on en déduit que 
G doit étre > 0. Ainsi, une seconde condition , néces- 
saire dans le cas du minimum, est 


(>) G0; : 


Maintenant, en faisant abstraction du premier terme, 
le reste du polynéme pourra s’écrire 


4 
f M&l 
G (e475 is 


ou, en complétant le carré dans Ja, parenthése , 


M/\2 M?7? M/\?2 
G (4 = 1e=6 (4 1 sa q? 
=e G G a = 6, + N 


en posant, pour abréger, 
M? 


N=I— —.- 
G 


En sorte que, finalement, d®u pourra étre mise sous la 
forme 


/ 


DS SE MZ\? 
y Ae aa oes Se iy gee Ni? 
a (i a yee (e+e) + ; 


et l’on reconnaitra, comme plus haut, que l’on doit avoir 
(3) N56) 
Ainsi, en général, trois conditions, 


Aw 0 (GeO. Ng oO, 
sont nécessaires pour que f(x, y, 2) soit un minimum. 
De plus, ces conditions sont suffisantes; car, si elles sont 
remplies, l’expression 


A-+EL\? M/\? 
ed age eA eg. rE!) we, 
A Gy 


c’est-a-dire d?u, sera positive pour toutes les valeurs 
réelles de h, k et 7. 
‘ Mien 
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186. Si f(x, y, 2) est un maximum, il faudra, pour 
les mémes raisons, que l’on ait 


Ah? +- BA? +...+ 2Fl<o, 
ou bien 
— Ah?—Bh?—...—2Fl>0 


pour toutes les valeurs réelles de h, k, J. 

Ainsi on aura les conditions nécessaires et suffisantes, 
en remplacant, dans les trois conditions trouvées plus 
haut, A par — A, B par —B,..., F par —F. 

187. Sil arrivait que les coefficients différentiels A, 
B, C, D, E, F fussent tous nuls, pour les valeurs de x, 
y et z, urées des équations 

du, ; du du 

dz i wads Ups 2 
on verrait facilement que tous les coeflicients difiérentiels 
du troisiéme ordre devraient s annuler d’eux-mémes. Mais 
nous irons pas plus loin, parce que les conditions qui, 
dans le cas du maximum ou du minimum de f(x, y, z), 
doivent alors étre remplies par les coefficients différentiels 
du quatriéme ordre, deviennent beaucoup trop compli- 
quées. 


MAXIMUMS ET MINIMUMS DES FONCTIONS IMPLICITES DE 
PLUSIEURS VARIABLES INDEPENDANTES. 


188. Supposons que lon ait les équations 
ea (a, Ny B, Uy 0) SS 
(1) p (@, 7, 2, Uy 9) 
Ly 


Bio. Wey hy gn P) Seay 


| 


oO, 


On peut considérer deux quelconques des variables, 
par exemple x et y, comme indépendantes. Alors z, wu, 
v seront des fonctions de x et de y déterminées par ces 
équations. Si l’on veut, par exemple, chercher les maxi- 
mums et les minimums de la fonction ¥, on aura’, d’aprév 


tal 
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la regle donnée précédemment, les valeurs correspon- 
dantes de x et y en résolvant les deux équations 


dy do 

ee ree ES SSS 

dx j dy : 
Par suite, on doit avoir 

dy F dy d 

Gee eae 


c’est-a-dire que la différentielle totale de » doit étre 
nulle. a7 

Si Pon différentie les équations (x) en faisant attention 
que dv = o, il viendra 


i ple df 


7 ia 
BF pl OF eee 
dy ; 12 


Gh Ae i gi ==.0,. 


(2) 


d 1 7h 
Se de dy aie rt iy a Oy 


| ax dy oy dae du 
Kedar dy dz di 


Dans ces équations, dx, dy sont des constantes, et dz, 
du sont les dilférentielles totales de u et z considérées 
comme fonctions de x et de y. 

On tirera les valeurs de dz et du, de deux de ces équa- 
tions, et, les portant dans la troisiéme, on obtiendra une 
équation de la forme 

Pdz + Qdy =o. 
4 

Cette équation doit étre vérifiée , dans le cas du maxi- 
mum et du minimum par les valeurs correspondantes des 
variables x et y. Par suite, puisque dx et dy n'ont au- 
cune dépendance entre elles, il faudra que Von ait 

P==-0), O;= 1075 
équations qui, jointes aux équations (1). donneront les 


valeurs cherchées de x,y, 2, u,v. 
Pour savoir si la valeur correspondaute de la fonction 
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est maximum ou minimum, il restera a examiner si la 
différentielle totale d* » garde toujours le méme signe. 


4189. Ce qu’on vient de dire renferme comme cas par- 
ticulier la détermination des maximums et des minimums 
de fonctions de variables indépendantes liées entre elles 
par un certain nombre d’équations. 


Ainsi, supposons qu'il s’agisse d’une fonction 
Se Ets. Vix Uh) 


et que l’on ait en outre les relations 


On voit que cela revient 4 changer, dans la question 
précédente, f(x,y, z,u,v) nF (x,y,z, u) —v, et 
a supposer que les fonctions g de / sont indépendantes 
de v. 


NOTIONS SUR LA METHODE INFINITESIMALE, 


190. Avant d’aborder les applications géométriques du 
calcul différentiel , nous allons démontrer quelques théo- 
remes sur les infiniment petits. 

Comme nous l’avons déja dit, une quantité infiniment 
petite ou un infiniment petit est une quantité variable qui 
tend vers o. 

Pour que le rapport de deux quantités infiniment pe- 
tites tende vers une limite quand elles approchent simul- 
tanément de zéro, il est nécessaire que ces quantités dé- 
pendent l’une de autre. La recherche de cette limite est 
facilitée par les théorémes snivants : 


191. Tutorims I. La limite du rapport de deux quan- 
tiles infiniment petites n’est pas changée, quand on rem- 
place ces quantités par d’autres qui ne leur sont pas 
égales, mais qui ont avec elles des rapports tendant 


vers Vunite. “4 
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Soient en effet « et 6 deux quantités infiniment petites, 
a’ et P! d’autres quantités telles, que les limites des rap- 


a : r X pre's 
ports —> B soient égales 4 Vunité; on aura 
a 


6’ 


De méme 


a! 
a. 
a! a! 
de sorte que la limite de o estégale a la limite de ar 
> 
Done les rapports 
, e 


, 
a az a 


BB? Br 
tendent vers la méme limite. 


192. On peut encore présenter la démonstration de ce 


théoréme comme il suit: 
I 
. a . . a the . 
Puisque — a pour limite Punite, si l’on pose 
a 


a 
on aura reel ae : 
C4 a 


3 : : : 
et — devratendre vers zéro, ce que l’on exprime en disant 
a ‘ 


que d est une quantité infiniment petite par rapport aa. 


FA 6’ 0” 
On aura de meme orn i+ 8 
Oo . 
t os ae 
. a 
par suite, sik nae air 
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, 
Donc, puisque = et ont pour limite 0, on aura 


f 5 
lim F< lim B = ih. 
ad 
/ 
ou lim’s "him —- 
e e’ 


Ce nouveau point de vue donne lieu a cet autre énoncé: 
La limite du rapport de deux infiniment petits ne 
change pas quand on les remplace par d’autres qui en 
different d’une quantité infiniment petite par rapport 
Via TE ; 
Exemp.es. 1°. On sait que x devenant infiniment petit, 


——— tend vers Vunité. Sidone on avait a trouver la limite 
sin x 


tang a7 : 3 : 
du rapport » on pourrait lui substituer, en vertu de 
X 
nee sin & COS & tae 
notre théoreme, le rapport sl dont la limite 
tang x % 
est aussi l’unité. 
2° Nes sin 2.2% G ‘ 2 
° 1 5 = hm —s? 
sin3.x 3 3 
wey Sine: se ee 
a lim ——— = lim ——- = ©. 
sin? 3.¢ gz 


193. Si une somme d’infiniment petits, dont le nom- 
bre augmente indéfiniment, a une limite finie , en les 
multipliant respectivement par d'autres infiniment pe- 
tits, la somme des produits sera infiniment petite, ou 
aura pour limite o. 

En effet, soit une somme d’infiniment petits h, h’, etc., 
et posons ‘eo 
A+A +h” +...=C;3 
solent «, a’, a”,..., d’auires infiniment peiits, et ¢ le 
plus grand d’entre eux en valeur absolue : on aura 

wc +a hl + ah"... <ceC. 
Or < tendant vers o ei C vers une limite finie, on voit, bien 


que ah --«' h’+,.., doit tendre vers o. = 
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Par exemple, considérons l’aire comprise entre la 

Fig. 9. courbe plane CD, l’axe des x et 
les deux ordonnées CA et DB. 
Imaginons que l’on partage AB 
en parties de plus en plus petites, 


telles que ae suivant une loi 
quelconque, mais de maniére 
toutefois que chacune de ces parties terfde vers o. Je dis 
que la somme des rectangles tels que MIM’ K, construits 
avec la différence de deux ordonnées consécutives et Vin- 


‘tervalle PP’, a pour limite zéro. + 
Ona,eneffet, | ns Pp! = AB 
et mim K = )' pp’. Ki,’ 


et, comme KI est une quantité infiniment petite, on aura, 
en appliquant le théoréme précédent, 


‘YS MIM’K = o. 
fod 


194. Quand on considére des infiniment petits qui 
dépendent les uns des autres, on en prend un en particu- 
lier qu’on nomme infiniment petit principal et auquel on 
rapporte les autres comme a un terme de comparaison. 
On appelle alors infiniment petits du premier ordre tous 
ceux dont les rapports 4 celui-la ont des limites finies ; 
infiniment petits du second ordre, ceux dont les rapporis 
aux infiniment petits du premier ordre sont des infiniment 
petits du premier ordre; et ainsi de suite. 

D’aprés cela, si « est un infiniment petit du premier 
ordre, tout autre infiniment petit de cet ordre sera de la 
forme «(p+ 3), p étant fini et 6 infiniment petit. Et, 
en général, a” (p +6) représentera un infiniment petit 
de Vordre n. 

Exempies. 1°. x étant un infiniment peut du premier 
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. . . x 
ordre, sinx sera du premier ordre puisque —— a pour 
sin x 

limite 1; 1—cosx sera du second ordre _ puisque 

: . I 
I — Cos x = 2 sin’? —X, etc. 

2 


2°. Si l’accroissement h’ dune variable x est du pre- 
mier ordre, laccroissement k d’une fonction de cette va- 
riable sera en général du premier ordre; mais cet accrois- 
sement sera du 7*"* ordre si f’ (x), f” (x),..-) f”  (£) 


sont nulles, puisqu’on a, dans ce cas, 


He = 
BN PET ESE ee Ci laceee 


Le théoréme démontré plus haut (n° 194 et 192) peut 
encore s’énoncer ainsi : Quand on cherche la limite du 
rapport de deux quantités composées d’infiniment pe- 
tits de divers ordres, on peut ne conserver, dans cha- 
cune de ces quantités , que les infiniment petits du plus 
petit ordre. Ainsi 


sin x + 3sin? 2 . sine 
eres lim ——$— Lie 
ctx Le 

Dans cet exemple, on néglige, au numérateur, 3 sin’ x, 
infiniment petit du second ordre, vis-a-vis de sin x, qui 
nest que du premier; et au dénominateur, on néglige 
VPinfiniment petit du troisiéme ordre 2° vis-a-vis de x, 
qui est du premier ordre. 
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SEIZIEME LECON, 


APPLICATIONS GEOMETRIQUES DU CALCUL DIFFERENTIEL. 


Equations de la tangente et de la normale. —Longueurs des lignes 
appelées sous-tangentes , sous-normales, etc. — Degré de l’équation 
de la tangente.— Problémes sur les tangentes.+ Sens de la concavité 
et de la convexité des courbes. 


Yd 
é 


EQUATIONS DE LA TANGENTE ET DE LA NORMALE. 


195. Soit f(x, y) =o Véquation d'une courbe plane 
AMM’, soient x et y les coordonnées d’un point quel- 
conque M de cette courbe. Si MT est la tangente au point 
M, on a, en supposant les axes rectangulaires , 


5 ge ae 
Ac dx 


tang MTX = lm 


Fig. 10. par conséquent, en désignant 


2 par X et Y les coordonnées cou- 
rantes d’un point queleonque de 
MW’ ? ; 
oe la tangente , |’équation de cette 
M droite est 


re dy ae A ; 
Si l’on remplace “ par sa valeur tirée de l’équation 
Pi 


de la courbe, l’équation de la tangente deviendra 


df 
dx a 
GB Noob Fae cuuiaaE 


EF 
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df 
1) ie VE aater pe 


196. L’équaiion de la tangente conserve la méme forme 

Fig. 11. lorsque les axes sont obli- 
y ques. En effet, st x et ¥ 
sont les coordonnées du 
‘point de contact M, d’une 
tangente MT a la courbe 
AMM’, l’équation de cette 


tangente sera de la forme 


Y—y=a(X—2z). 
Or la sécante M’MS a pour équation 


Y—y=a (X—2), 


et aest la limite de a’, lorsque le point M’ se confond 
avec M. 
Menons MP et M’P’ paralléles 4 OY, et MQ parallele 


a OX; on aura 


QS 
MOQ 
Mais 
M’Q=Ay et MQ= Az; 
A 
done eS. 
Aw 


De la il suit que 


Aa Ae dy 
lin yous” we 
Ax dx 
1 a 
Donec Y—y = (XK x), 


est dans tous les cas Véquation de la tangente au point 
(2, y). 


197. UH suitde la que, si les axes sont rectangulaires , 


| 4) 
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Péquation de la zormale MN sera 


% 


Si les axes sont obliques et font un angle 0, l’équation de 
cette droite sera 


dx + dy cos9 


Nl ce We Se es 
y Gpeieadacosd 


LONGUEUR DES LIGNES NOMMEES SOUSSTANGENTES, ETC. 
f 


198. Attachons-nous maintenant, en particulier, au 
cas ou les axes sont rectangulaires. 


Si Pon veut avoir la sous-tangente S, = PT, on aura 
? 


Fig. 12. 7. 
/ ee PT = MP tang TMP = y— 


B dy ; 
| y, donc 


(= 


a 


M’ 


SS 


MA } 
” ioe N On peut trouver directe- 
Ay ment la valeur de la sous- 
Oo) 1 s Pp P’ 


tangente en la regardant 
comme la limite de la sous-sécante, c’est-a-dire de la 


droite SP. Or 


MP = y —— 
SP = MP tangSMP = y eee 
; bi Denis daz 
et cette expression a Dien pour limite y e 


Le triangle MPN (fig. 10) donne pour la sous-nor- 
male 


Pour la longueur MT de Ja tangente, on aura 


M79; a 
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Enfin, pour la longueur MN de la normale, on a 
dy? 

iN == 6 

MN y / a ee 


ae 


EXempe.Le. 


Supposons, pour fixer les idées, a >>1. Cette courbe, 
Fig. 13. 


nommée logarithmique, s étend 
a l’infini des deux cétés de l’axe 
des y, etelleest asymptote a l’axe 
Ox du cété des x négatifs. On 
ure de Péquation y = a’, 


la étant le logarithme népérien de a; par conséquent, 
Y—y=a‘la(X—2z) 
est l’équation de la tangente. 


Cette tangente peut étre construite bien simplement a 
Vaide de la sous-tangente TP; on a, en effet, 


TP dx F dx I 
SS = a? —— = a" 
J dy dy at la’ 
I 
ou TR >= love: 
la - 


Ainsi la sous-tangente est constante et égale au loga- 
rithme de e pris dans le systéme dont la base esta, ou au 
module de ce systéme. Pour la logarithmique y= er, la 
valeur constante de la sous-tangente est l’unité. 


+ DEGRE DE L EQUATION DE LA TANGENTE. 


199. L’équation de la tangente au point (x,y) peut 
étre mise sous !a forme 


dx WF dy a ae dy?” 


ae s? . 5 . ; a 3 
Si Péquation de la courbe est algébrique et du degré 
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m, il semble au premier abord que aun He oy sera 
une fonction du m'*"* degré des coordonnées du point de 
contact. Mais on peut faire voir que ce degré s’abaisse au 
moins d’une unité quand on tient oe de l’équation 
I (®,y) = 0. 
En effet, soit 7 


S (2 ,y)Sutuytmt+..., 


u étant l’ensemble des termes du degré ym, u, Vensemble 
de ceux du degré m —1, et ainsi de’suite. On aura 


BR ACHE MAILE du, 


SS reed = vy 


dx dx dz dx 
BL salts oe , 
dy dy dy dy 


df a du du 
are aS 


du, du, sce du, 
=i Sree dr = ue tay Saimin 


ce qui, d’aprés un théoréme (n° 169) sur les fonctions 


ey df 
d ou iE 


homogenes, donne 


1 

Dg + ym +- (m —1)u,+ (m— 2)u,4+... 
=— u,— 2u,—3u;—..., 

puisque, le point (x, y) étantsur la courbe, on a 


mb y= ;, +...) 0. 


Par conséquent, |’équation de la tangente devient 


d d , j 
DISA ROI NOM) Up fll Os a 
d. dy 
et ne contient plus de termes du mime degré. Ce quwil 
s’agissait de démontrer. 
EXEemMPLe. 


Ay?+ Bay+C2r+Dy +Eax+F=0, 
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de By aC reek 
dj, © SRY Re ED 


ona 


Il vient donc, pour !’équation de la tangente, 

(2A y+ Be+D)(Y—y)4+(By+2C2+8)}(X—«)=0, 

ou (2Ay+Be+D)Y+4+ (By+ 2Cx+E)X 

=(2Ay+Be+D)y+(By+2Ca2+E)«. 
Simplifiant au moyen de |’équation de la courbe, ona 

finalement 

(2A y+ Ba+D) ¥+(By+2 Cx+E)X+Dy+Exr+2F=0, 


pour l’équation de la tangente au point (x, y). 
PROBLEMES SUR LES TANGENTES. 


200. Une courbe étant donnée, si l’on veut mener par 
un point (a2, 6) une tangente, on aura pour déterminer 
les coordonnées inconnues x et y du point de contaet, 
d’abord l’équation de la courbe 


(1) FIP 300 eat Ore 
et ensuite |’équation 


df af af df 
(2) oa ht a a 


obtenue en mettant a et 6 ala place de X et de Y dans 
Péquation de la tangente. 

Les valeurs de x et dey tirées des équations (1) et (2) dé- 
termineront les coordonnéesdu point de contact. Sif (a, 7) 
est une fonction rationnelle et entiére du degré m, Péqua- 
tion (2) sera au plus du degré (m—r); par suite, le pro- 
bléme proposé aura au plus m(m—1) solutions. Si 
m = 2, il ya au plus deux tangentes; il y ena au plus six, 
si m = 3; et ainsi de suite. 

Léquation (2) considérée isolément représente un lieu 
géométrique qui contient tous les points de contact et qui 
est du degré (mm —1) au plus. 


i =) 
201. On peut encore se proposer de trowver ue tan- 
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gente parailele a une droite dont !’ équation est Y= aX. 
L’équation de la tangente cherchée étant 


Vee ee ee 
y an \* t)\g 


on doit avoir “=a; 
dz 


équation qui, jointe a f(x, y)—=o, déterminera les 
coordonnées du point de contact. 


} i . d f 
Comme léquation = =arevienta 
Ax 


df 

dr df dt 
EL ou a ins hi Vey oy 

dy é 


cette derniére équation étant du degré (1 —1) au plus, 


si f(x, y) est du degré m, le probléme admettra au plus 
m (m—1) solutions. 


DE LA CONCAVITE ET DE LA CONVEXITE DES COURBES 
PLANES. 


202 Nous allons maintenant comparer les ordonnées 
Fig. 14. 


dune courbe a celles de sa tan- 
gente, pourune méme abscisse , 
dans les environs du point de 
contact. Soit MT une tan- 
gente ala courbe MM’; soient 
x = OP, y= MP les coordon- 


nées du point de contact. En 


désignant PP’ par /:, on aura 


ey ay h? 


L’équation de la tangente étant 
f ad 
Y—-y= a (X—2), 
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on aura pour le point dont labscisse X = x +h, 
dy 
Y—y=—h 
2 de’ 
et, par suite, l’ordonnée correspondante sera 
dy 
Res h— 
e sea dx? 


. 1? 4 A? 
dou MOR MW pe-L ep RS bee 


DESI N xD) 


On adémontré, a l’occasion de la formule de Taylor, que si 
: ode nan 
h est assez petit et si —" est différent de 0, la valeur abso- 
i ax 


yan A 
ie surpasse celle de R; par conséquent, dans 
Chg RG) 


ce cas, le signe de M’P’— P’R, pour un point M’ de la 
courbe, suffisamment rapproché, soit d'un cété, soit de 


lue de 


; . Sa pe ded 
Vautre de M, sera le méme que celui de a 
AX 
Donc, si lon a 
dy 
(1) dx? Fr 5 


les ordonnées dela courbe sont plus grandes que celles de 
la tangente dans les environs du point M, de part et 
autre de ce point. 

Si, au contraire, on a 


d?y 
(2) We eg 


da 


les ordonnées de la tangente surpassent celles de la courbe. 
Dans le premier cas que représente la fig. 14, la courbe, 


Fig. 15. aux environs du point M, 
oe est dans l’angle obtus MT x’ 
ey << que forme la tangente MT 
x * ae avec l’axe des abscisses ; on 
Ney DA dit alors que la courbe tour- 

5 DCTIRSS 


ne, au point M, sa convexité 


vers l’axe des abscisses , ou_ 
“4 
quelle est convexe vers cet 
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axe, Cette circonstance est done indiquée par Vinéga- 
lité (1), du moins tant que Tangle des axes ne surpasse 
pas go degrés; car si cet angle était obtus et plus grand que 
langle que la tangente fait avec l’axe des x, comme on 


le voit dans la fig. 15, les ordonnées de la courbe seraient 
2 


encore, pour sf > 0, plus grandes que celles de la tan- 
gente de part et d’autre du point M, ét cependant on ne 
dirait pas, dans ce cas, que la courbe est convexe vers l’axe 
des x. P 
Dans le second cas , que représente Ta fig. 16, la courbe 
Fig. 16. est, de part et d’autre du point 
M, dans langle aigu formé par 
la tangente MT avec l’axe Ox. 
On dit alors que la courbe, au 
point M, est concave vers laxe 


des abscisses, ou qu'elle tourne 


sa concavilé vers cet axe: mais 
Vinégalité (2) n’indiquera surement cette circonstance 
que si l’angle des axes est moindre que go degrés. 

Ce qu’on vient de dire suppose que l’ordonnée du point 
M est positive. Si ce point est au-dessous de l’axe des ab- 
scisses, on voit aisément que la courbe est convexe ou 


ee 


dx? 


concave vers l’axe des abscisses suivant que Yona 


ou > 0. | 


d*y¥ pee 
En résumé, selon que y et Far sont de méme signe 


ou de signes contraires , la courbe est convexe ou con- 
cave au point M vers I’axe des abscisses, si l’angle des 
parties positives des axes n’est pas plus grand qu'un angle 
droit. Dans le cas ou cet angle est obtus, ou changera le 
signe de l’une des coordonnées , ce qui rendra aigu l’angle 
des coordonnées positives, et l’on appliquera la méme 


régle. 
: e : d* ¥ 
203. Nous avons supposé, jusqu’a présent, que 


{2.. 
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conseryait le méme signe pour des points situés de part 


d? 


ail 


et d’autre du point M; mais il peut arriver que 
dx? 


le méme signe que y un peu avant que x ne devienne 
Fig. 17. égale a OP, et un signe con- 

y ~ traire apres que xa dépassé 

= Pas cette valeur, ou vice versd. 

iy 7 fe Alors la courbe, convexe ou 

/ concave a gauche du point 

l SS M, devient concave ou con- 

/ . vexe vers l’axe des abscisses 

a droite de ce point. On dit alors que la courbe a une 


inflexion au point M, qui est dit un pornt d'inflexion. 
Ces points remarquables s’obtiennent done en cherchant 


d*y s 
nulle ou infi- 


les valeurs de x et de y, qui rendant 
o ax 


nie, lui font en méme temps changer de signe. 
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Ditferentielle de Vaire d’une courbe plane. — Des aires considérées comme 
limites d’une somme de parallélogrammes.—A pplications.—Reclification 
@un are de courbe plane. — Différentielle d’un are de courbe. — Li- 
mite du rapport de Vare 4 sa corde. — Nouyeaux théorémes sur les 
ares de courbe considérés comme limites. 


DIFFERENTIELLE DE L AIRE D’'PNE COURBE PLANE. 


204. La surface comprise entre une courbe plane CM, 
une ordonnée fixe CA, une ordonnée queleonque MP et 
Fig. 18. laxe des abscisses Ow, est une 

y fonction de Vabscisse OP = x du 
point M, puisqu’elle varie quand 


I 
a | on change lepoint P. Proposons- 
| nous den chercher la différen- 
tielle. Soit CAMP =u. Nom- 
mons Aula surface MM’ PP’, ré- 
pondant a un accroissement trés-pelit PP! = Ax de l'ab- 
scisse. Si l’on méne les droites MI et M’ K paralléles 4 Ox 
et terminées aux ordonnées MP et M’P’, comme l'on peut 
toujours prendre le point M’ assez rapproché du point M 
pour que les ordonnées soient constamment croissantes 
ou décroissantes de M en M’ (et ici, pour fixer les idées, 


nous les avons supposées croissantes), on aura 
PMM‘'P’> PMIP’ et PMM’P’ < PKM'P’, 


cest-a-dire, Au > yAxr et Au<(y+Ay)Aag, 


we itn rieyigy 
ou f — p+ Ay 
pe) 

De la, en passant a fa limite, 


du 
—=5 7, ou dm yd. 
ay 
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205. Quoiqu’on puisse parfaitement admettre qu’en 
prenant le point M’ assez voisin du point M, les ordon- 
nées seront toujours constamment croissantes ou décrois- 
santes de M en M’, cette hypothése n’est pas nécessaire a 
la démonstration. I] suflit pour s’en convaincre de re- 
prendre les raisonnements en remplacant partout y et 
y + Ay par y; etye, 1 étant la plus petite et y, la plus 


grande des ordonnées, dans l’intervalle ot l’on fait varier 
Vabscisse. 


206. Le méme mode de démonstration convient au cas 
des axes obliques, avec cette seule diflérence que !'ac- 
croissement Au est alors compris entre les aires de deux 
parallélogrammes dont les cétés sont paralléles aux axes, 
et comme laire d'un parallélogramme est égale au pro- 
duit de deux cdtés adjacents multiplié par Je sinus de 
Vangle qwils font entre eux, on a, en appelant @ langle 
des axes, 

du = y dx sin 9. 


DES AIRES CONSIDEREES COMME LIMITES D UNE SOMME 


DE PARALLELOGRAMMES. 


207. Dans le cas des axes rectangulaires, la surface 


ABDC est toujours Ja limite d'une somme de rectangles 
Fig 19. 


intérieurs, formés de la maniére 


¥ rary suivante. Pardes points E, F,..., 
M, M’, etc., pris sur la courbe, 
on méne des paralléles aO x dont 

x UP 2G i chacune soit terminée a l’ordon- 

O;A ) ey B x 


née du point suivant(lun de ces 

rectangles serait, par exemple, MIP’P), et l’on suppose 

que ces points se rapprochent indéfiniment les uns des 

autres, enméme temps que leur nombre augmente sans 
limite. 

En eflet, supposons d’abord que les ordonnées soient 

constamment croissantes de C en D. Soient x et ¥ les 
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coordonnées de l'un quelconque des points de la courbe, 
M par exemple; soient r+ Ax, y+ Ay les coordon- 
nées du point suivant M’. On aura 


MIP P == y+ Ax; 
et si lon désigne par Xy Ax la somme de tous les termes 
analogues 4 y Ax, c’est-a-dire la somme de tous les rec- 
a Prue x . Eons ? 
tangles intérieurs de CA a BD, il est évident qu’en po- 
sant surf ACDB = uw, ona 


b> Sy Ae.” SF 
é 


Maintenant, si lon méne, par chacun des points con- 
sidérés sur la courbe, des paralléles 4 Ox, terminées aux 
ordonnées des points précédents, on formera des rec- 


t 4 


tangles extérieurs analogues a 
PKM’P’=(y + Ax)Axr=ydx+AydAn; 


et comme ACDB a une surface plus petite que la somme 
de ces rectangles, on a 


“wx ty AR TAY AZ; 
par conséquent, on a 
u—tyArCtAyaAn. 


Mais comme, a mesure que le nombre des divisions aug- 
mente, 4 y tend vers 0, il résulte d’un principe démon- 


tré (193) que ZA y Ax tend aussi vers o: donc on a 
Pom 2 7 oa. 


On démontrerait de méme que wu est la limite de Ja 
somme des rectangles extérieurs. 

Le raisonnement reste le méme lorsque Jes ordonnées 
sont constamment décroissantes depuis C jusqu’a D; ce 
que nous venons de démentrer s’applique done a une 
portion de courbe dans laquelle les ordonnées varient 
d@une maniére quelconque, car on pourra toujours par- 
tager laire totale en parties dans lesquelles les ordonnées 
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soient assujetties a aller constammenten augmentant ou 
en diminuant. 
APPLICATIONS. 
208. 1°. (Sort 
Se pe 
Véquation d’une parabole rapportée a son axe et a la tan- 


gente au sommet. 


Si surfOMP = wu, ona 


L 
iB dei V2 pa. ac V2p. vidx. 


Or, 
1 3 
~ BI =< 
BAD = Bate 
i= Bi Taal RES 
Done di= 3 V2p de Deeb BV 2px. 
Fig. 20. De la il suit que 
y len Sr 
Qe AN =< LY 3 V2p art G; 
ZL 
YA a mais, pour x =o, on doit avoir 
STD 
pee u==0, on a donc C=o, et 
sh 
M 
a a ae - 2 2 
< ; : u = gV2 pe X a= Zays 


c’est-a-dire que le segment OMP est les deux tiers du rec- 
tangle OPMQ. 

Tl est également facile d’évaluer la surface comprise 
entre un arc MCM! de parabole et sa corde. En effet, si 
Yon méne la tangente CT paralléle 4 MM’, et, par le 
point de contact C, le diamétre CDL, on trouvera tout 
a fait comme ci-dessus, en posant CD=2, MD=y et 


DCE 6, 


surf CMD = 5 2y sind =-= CDMT, 


© 


dou surf MCM! = 


qo] ool 
wilds ol 


ay sin§ == MTSM’. “¢ 
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2°. Soit xy =m? l’équation @une hyperbole rapportéea 

Fig. 21. ses asymptotes. Nommons uw l’ai- 

re du segment ACMP, compris 

entre la courbe , l’asymptoteO.x,’ 

Pordonnée fixe CA = m, et l’or- 

donnée variable MP. On aura 
da 


du =F sin Ga)? sini Gi—— 
os 


== 7m? sin @d.1z. 


-. Sf, 
Done u et m*sin@.lx ne peuvent di Hérer que par une 
constante C; par conséquent, 


wm sin $y la 4- C. 
Pour trouver C, faisons x = OA =m; on aura 
u=o ou o=m'?sné.lm+-C; 
donc C= — 7? sian? lin, 
et, par suite, on aura 


“= m?sin 9. lx — m?sin 9.1m = m’?sin§.1 (<). 
m 


\ 


Si l'on avait m =1 et 6==go°, auquel cas hyperbole 
serait équilatére, on aurait u=I1x, c’est-a-dire que les 
aires considérées seraient les logarithmes népériens des 
abscisses correspondantes. 


DIFFEREN TIELLE DUN ARC DE COURBE. 


209. On ne peut se faire une idée nette et précise de 
Ja longueur dune courbe qu’en nommant ainsi la limite 
vers laquelle tend le périmétre d’une ligne brisée inscrite 
dans cette courbe, lorsque ses cétés sont de plus en plus 
petits, ct que leur nombre croit jusqu’a Vinfini. H de- 
vient alors nécessaire de démontrer que ce périmetre a 
réellement une limite déterminée dans tous les cas, 


186 COURS D ANALYSE. 
Soit CD un are de courbe plane, rapportée a deux axes 
Fig. 22. rectangulairesOxetOy. In- 
y Ae scrivons danscet arc un con- 
af tour polygonal CEFMM’D, 
spient OP =a, MPS2y, 


fj 
| 


cf Ney les coordonnées de lun 
c | quelconque des sommets M 
OA MRR! B z 


du polygone, et x+ Az, 
y+ Ay, celles du sommet 
suivant M’: on a 


ete Ay I ani 
Tx ee pie ee 


3 ee Ay ees 
Si on faisait Ax on PP’= 0, << deviendrait - On 
x AL 


doit done avoir 


a Nia (BY 
1+ “al — r= ie = a 


a étant une quantité qui s’évanonit avec Ax; par consé- 


quent, 
/ ly: 2 
MM’ = az /: “a (ee) + ade. 


En remplacant successivement, dans cette équation, x 
et y par les coordonnées de tous les sommets du con- 
tour polygonal, depuis le point C jusqu’au point D, on 
aura les longueurs des cétés correspondants. De 1a ré- 
sulte, si on appelle P le périmétre de ceite ligne brisée , 


Pan ING J + (si) + Sera, 
Pour avoir la limite de P ou la longueur de l’are CD, re- 
marquons d’abord que, « étant une quantité infiniment 
petite et ys Ax ayant une valeur finie qui est AB, il 
résulte du théoréme démontré an n° 193 » que 


; i “4 
lim . Ones 0) 
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5 {dy \? ‘ 
Maintenant vA + ea est une fonction de x, que 
AX 


lon peut regarder comme la longueur de l’ordonnée NP, 
d’un point N répondant a la méme abscisse x = OP. Si’ 
Yon fait la méme construction pour tous les points de la 
courbe CD, on aura une courbe GNH, dont l’équation est 


dy\@ £ 
i / Ze A 
\ ae 
d’apres cela on a 


Day + (2) = Fras 


et, par suite, a cause de lim - g Dea. O., 
P =lim Vac. 


r »3 Y Ax aune limiie déterminée qui est aire AGNHB. 
Ainsi le nombre qui exprime la longueur de l’arc CD est 
le méme que celui qui donne VYaire AGNHB. 


210. Considérons maintenant l’abscisse OP = x comme 
variable. La longueur de ]’are CM sera alors une fonction 
de x donton peut chercher la différentielle. 

Soit donc CM = 5; comme s = aire AGNP, on a 


if 
ds Ydx=dx i+ (25 
ax 


pi Vda? + dy’. 


ou enfin 


211. Cette valeur de ds permet d’exprimer trés-sim- 
plement le sinus et le cosinus de l’angle que la tangente 
au point M fait avec l’axe des x. En effet, si « désigne 


dy | Fs 
cet angle, on a tang a = . Par conséquent, 
XL 
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LIMITE DU RAPPORT DE L’ARG A SA CORDE. — NOUVEAUX 
THEOREMES SUR LES ARCS CONSIDERES COMME LIMITES DE 
POLYGONES. 


212, La limite du rapport d’un are guelconque a sa 
corde est LVuniteé. 
En effet, considérons un accroissement quelconque 


de l’arc CM. Soit MM’ = As, on aura 


: As 
arc MM’ * As AX 


We SVE he By 
Ax 


; ; As . dy 2 
et puisque, lorsque Ax s'annule, ‘ devient J at ea) 
f 4 og ~ 


Pte N\A 
aimsi que I+ re > Oona 
XL 


‘ arc MM’ ae: 
MM 


i 


213. Sicef...d est un contour polygonal d'un méme 
Fig. 23. 


nombre de cétés que le contour 
CEF... D, si, & mesure que 
les sommets C, E, F,..., ete., se 
rapprochent de plus en plus, les 
cdlés ce, ef, ete., tendent aussi 


de plus en plus a devenir égaux 
aux cotés correspondants CE, EI’, etc., en méme temps 
que le nombre de ces cétés va en augmentant jusqu’a 
Vinfini, le contour polygonal cef... d a une limite qui est 
la méme que celle du contour CEP’... D, c’est-a-dire la 
longueur de Pare CD. 

En effet, soient /, 2’, 1”... les cotés ducontour polygonal 
cef... d, etd, 0, L,..., les cotés correspondants du con- 
tour CEI"... D. Appelons L Ja longucur de cef... det L, 

hah ss) Le | (P) ¢ 1(8) 
celle de CEF... D. Soient TO) le plus petit et AG) 
grand des rapports des cotés correspondants des deux 


le pl us 
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contours polygonauxy. On sait que la valeur du rapport 


LeU See etes.. 
L+7, +7 + ete... 


est toujours comprise entre io et a c’est-a-dire que 
Yon a 
Ll (P) L 1 (8) y 
RCL igs Oren nal 
Or, lim = =1 et lim a at ae 
Donc lim = 2, ou litt. = lim L,. 
1 


214. Voici encore un théoreme du méme genre, et que 
Von démontrerait d’une maniére analogtie: Si lon mene 
entre les deux ordonnées extremes CA, DB un nombre 
indéfini de paralléles a l’axe des y, puis que l’on inscrive 
entre ces paralléles d'autres lignes droites, tangentes a 
la courbe, la somme de ces derniéres tend vers une limite 
qui est encore la longueur de la courbe donnée, méme 
quand elles ne forment pas une ligne brisée continue, 
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Des courbes planes rapportées a des coordonnées polaires. — Détermina- 
tion de la tangente.— Longueur des lignes nommées sous-tangentes, 
sous-normales, — Différentielle de l’aire d’un secteur. -- Différentielle 


d’un arc de courbe. — Applications.— Des coordonnées bipolaires. 


DETERMINATION DE LA TANGENTE. 


215. Soient O le pole, OL Vaxe polaire, et M'MC une 


Fig. 24. 


courbe, dont l’équation soit 
J (7, 4) =o. Pour mener la tan- 
gente MT a cette courbe au point 
M, il suffit de connaitre l’angle 
OMT =z. Soient done r et 6 
les coordonnées du point M, 
etcr—+ Ar, 6+ 46 celles du 


point M’. Décrivons, du point O comme centre, l’are MI. 
Dans le triangle M’ MI on a 


sin IMM im MI = MI A are MI hos MI uy rAd 
sin MMI MI arcMI MI arc MI Ar 


Si lon passe a la limite, c’est-a-dire si on suppose que le 
point M’ se rapproche indéfiniment du point M, langle 
IM’M devient O MT ou p, langle M’ MI devient go°® — u. 


et Von a 


rd@é 
(1) tang p = — 
On tire de la 
ETN dr fins rd 
ae gg Var +e do: x vis Vdr + Pde 


Comme p est compris entre 0° et 180°, il faut que sin 
soit positif. Quant a cos y, il sera positif ou négatif, sui- 
vant que langle p sera aigu ou obtus. 
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216. On peut encore parvenir a la formule (1) par une 
Fig. 25. transformation de coordonnées. 

En effet, prenons l’axe polaire 
Ox pour axe des abscisses, et 
une perpendiculaire Oy pour 
axe des ordonnées. SoientOP =x 


0 Py | Cures 4 
| | et MP =y les coordonnées cor- 
respondantes du point M; on aura 


tang OMT = tang (MT « — MOT). 


: d 
Mais tangMT x= et tang MoT —2; 
dx aS 
ae 
dz x 
done tang OMT = 
ydy o 
xdx 
ou 
tang OMT = 
(2) ane ~ eda + ydy 
Or, ona TACOS CU mee == 7 StO)s 
done dx = drcos§ —rdé@sin9, 
et dy = dr sin§ + rd@cos@. 


On en tire 
rcos@ (dr sin§ + rd6 cos 6) — /sin (dr cos — rd sin 9) 
7cos§ (drcos§ — rd § sin9) + rsin 9 (drsin§ +rd4 cos 9) d 


tang OMT = 


et toutes réductions faites, il viendra 


“do rd9 
tang OMT = “—— = ——. 


rdr dr 


“LONGUEUR DES LIGNES NOMMEES SOUS-TANGENTES, SOUS- 
NORMALES. 

217. Dans ce sysiéme de coordonnées, la sous-tangente 
est la perpendiculaire OT (fig. 24) menée au rayon vec- 
teur OM par Vorigine, et terminée a la tangente MT. La 
sous-normale ON se mesure sur la m&me droite, a partir 
du pole O, jusqu’a la rencontre de la normale MN en N. 
D'aprés ces définitions, S, et S, désignant ces deux droites, 
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on aura 
S,= OT =rtangp = oe 
et oe ON TERM. we 
tangp, dG 
DIFFERENTIELLE DUN SECTEUR. — D’UN ARC DE COURBE. 


218. Considérons (fig. 24, page 190) un secteur POM, 
compris entre deux rayons vecteurs OP et OM. Soient 
POM =u et MOM’ = Au. On peut prendre lare MM’ 
assez petit pour que, de M en M’, les rayons vecteurs 
soient constamment croissants ou décroissants. Pour 
fixer les idées, supposons-les croissants. Décrivons du 
point O, comme centre, les arcs de cercle MI, M’K, 
terminés aux rayons vecteurs OM =r et OM’=r': on 


aura 
OMI < Au <OM’K, 


ou bien, comme OMI => Poa et OM Re 7 pala ON 
1 I 
on a ~P AGC AUC FOR. 
Bs 2 
A I hae Ka <t ; 
- -?7 
2  —aA0 


Or, comme a la limite, 7’ devient égal a7, on a 


du T 
as ee 


do ans if d9. 
a 2 


+ Olle cu 


Nie 


219. Ce calcul conduit a une conséquence qui est sou 
vent utile, On a trouvé plus haut (8 216) 


dy = x 
tang OMT = pa Ni BU) 
ardx—- y dy 
et aussi (n° 245) 
rd@ 


tang OMT — SR 3 3 


i 
wdy — yd: (g0e8 dG 
vndx+ydy — rdr 1 


on aura done 
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Mais, a cause de 


. a + ¥"* = Tas 
ona wrdx 4- ydy = rdr; 
donc ady —ydxr=r'd0, P 


ou (ady — ydx) =-; do. 
. 


I 

2 
Or rg est la différentielle du secteur LOM; done 
cette différentielle est aussi égale a 5 (xdy —ydzx). 


On pourrait d’ailleurs obtenir ce résultat de la maniére 
# 
suivante. On a 


ady — ydx 1 dé 


Pia tang§; d’ot 
x 


x ~ ¢0s?6” 
Xe , 
dy — ydx = —— d@. 
a pee Pe renee 
Or ona ruse? COS”): 
1 I 
donc 5 | Oe Sie) oe Ee G. 


220. Considérons l’arc CM = s (fig. 24, page 190), 
et soit MM’ = As un accroissement donné a cet arc. 
Dans le triangle M’MI on a 
MM’ _ sin MIM’ 
MI sin MMT’ 
d’ou, a cause de MI=r Ad, 
MM’ 746 sin MIM’ 


arc MM’ As. sin MM’ I” 


et, en passant a la limite, 


rd i 
C= “= 9 
ds simp 
d’ou s= aD t 
sin p. 
ou ds << dr? — yr dg’. 


1. 13 
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De la résulte (n° 245) 
- rdo dr 
in = cos a 
p ? p ds 


ds 
221. On peut encore arriver a la différentielle de l’are 
par une transformation de coordonnées; en effet, ona 


ds = dz? + dy? 
ou a= Vdr + Pde. 
APPLICATIONS. 


222. 1°. L’équation d’une ellipse, quand on prend pour 
Fig. 26. pole le foyer de droite F et le 


eNO grand axe pour axe polaire, est 

a | ipo) ad . 

cee ii 1+ ecos9 
De ]a on tire 


ep sin 6d 
(1 + e cos6)? 
dQ (1+ ecos@)? 


dr epsingd * 
ps ‘dO I+ ecos0 
Vou “= tang FMT = ——_—_—-- 
dr e sin @ 


2°. La spirale d Archimeéde , 
r= a0. 
i.a courbe part du péle et est tangente en ce point a 
Vaxe polaire. Pour la construire, on décrit un cercle du 


Fig. 27. pole comme centre avec l’unité 

pour rayon. L’are de ce cercle 

Koo yi compris entre un rayon vecteur 
Ls VP : y 

WS ~~ et l’axe polaire, a pour longueur 

\ t 0, eten portant cette longucur, 

‘ multiphiée par @, sur le rayon 

2s vecteur a partir du centre, on 


aura un point dela courbe. 4 
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Comme r croit indéfiniment avec 0, la courbe fera une 
infinité de révolutions autour du péle. 
On aura dr =ad9, Vou 


rd @ r 
i cm ae a, 
Rie GO OE o 
fers ee =e of 
dr 
Sy, = ON = =. ee 
f dé 7% 


Ainsi la sous-normale est constante, ce qui offre un moyen 
trés-simple de construire la tangente. 
3°. La spirale hyperbolique, ainsi nommée parce que 
son équation 
Fe 


est analogue a celle de Vhyperbole xy = m’. 
De l’équation de la courbe on tire r= = pour 6=0, 


on ar=© ; pour des valeurs trés-petites de 6, r est fort 
grand, et diminue a mesure que @ augmente; pour0=o , 
Fig. 28. on a r= o. Par conséquent, la 

uM —_—scourbe fait une infinité de révo- 

lutions autour du point O sans 


jamais pouvoir l’atteindre; ce 
point est un poimt asymptote. 
La courbe a une asymptote pa- 
ralléle 4 OA; car si, d’un point M pris sur la courbe, on 
abaisse une perpendiculaire MP sur l’axe polaire, on aura 
sin 0 


MP = OM sin 6 = rsind =a——; 


Donc, lorsque 6 tend vers o, la distance MP tend vers a, 


i sin 9 BREN a Per ; 
puisque —— tend vers Vunité. \ 


13.. 
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On aura ensuite 


7rd rg? 
tang f =e fee ty, 
eee rs 
cana Sa 720) Sy. 


La sous-tangente est done constante, ce qui oftre un 
moyen commode de mener la tangente en un point donné 
de la courbe. 


4°. La spirale logarithmique , dont l’équation est 
| r= ab?. 
En changeant l’axe polaire sans changer le péle, on 
peut s’arranger de maniére a avoir pour équation 
pa he. 


En effet, posons a = e*, b= e", alors 


Soient OA le premier axe polaire, et M un point de la 


Fig. 29. courbe. Prenons un axe polaire 
M, OA’, qui fasse avec le premier 


a : 
un angle AOA’= —. Alors, si 
mm 


re : a 
v MOA=%, en posant 6-+—=6', 
m 
Véquation deviendra 
3 ’ 
race? . 


Considérons done Véquation r= e”®: pour? =o, on 
aura r= a, et sil’on fait croitre @ indéfiniment, rcroitra 
indéfiniment. Par conséquent la courbe fera, a partir du 
point A (fig. 30), pour lequel OA= r, une infinité de 
révolutions. En donnant a 6 des valeurs négatives, 7 dimi- 
nucra indéfiniment; donc, la courbe fera encore 4 partir 
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du point A, mais dans l’autre sens, une infinité de ré- 
volutions, en s’approchant toujours du péle. 

On aura dr= med =mrd§; par suite, tang p= sat 
Fig 30. ah 
quantité constante. Done, dans 


M 
( . la spirale logarithmique, la tan- 
ON gente fait un angle constant 


\ 


\ a" ~~ - 
ae ‘3 avec le rayon vecteur quy passe 


pe par le point de contact. 


If ed 
La sous-tangente SGas—— 9° .Cb la sous -normale my. 
m 


Pextrémité V de la sous-tangente décrit une spirale 
égale a la premiere, mais située différemment. Soit 


OF =p, on a , 
m6 
i fe (a 
SS 
: m m 
/ Rote 
Or, en posant TOA = — &, on aura § = 6 + < 
Par suite, 
f 7 a= Im 
m(o'-+-5) m (+5) m (7+5-2) 
2 J 2 om 
e e 
— = "6 ’ 
e m on 


et, en prenant un nouvel axe polaire incliné sur Je pre- 


; , E . 7. bm ; 
mier d'un angle égal a 5m? puis posant 


on aura |’ équation 


qui représente une spirale égale a la premiére. L’extré- 
mité de la normale décrit aussi une spirale égale a la pre- 
miere. 

DES COORDONNEES BIPOLAIRES. 


223. Dans ce systeme de coordonnées, on détermine 


198 COURS D ANALYSE. 


la position d’un point sur un plan, par ses distances ret r’ 
a deux points fixes A et B. 


Soit f(r, 7’) =o Véquation de la courbe CM, et sup- 
Fig. 31. 


posons qu il s’agisse de lui mener 
une tangente au point M. 
Considérons, pour cela, la 
sécante M’ MS. Menons MH per- 
pendiculaire a AM’. 
Soient 


AM==r, BM=7; AM’=r+Ar, BM =/7 +47; 
soient, de plus, 
MAM = 46, arcMM’=As;: AMT=ca, BMT=6. 


On aura 
M’H a WH arc MM’ 


‘ a ee Sn ee 
eS a ga) Y Bae 
ou bien 
rds 
ie Ar+2r'sin a AG are MM’ 
ed - as <M’ 
ea 
27r sin? = AG 
Or ——$———'=o0, lim AMM=a: 
As 
done 
ty lod dr 
cos. a == an 
Shen F dy’ 
Pour la méme raison, cos 6 = aon 
A 


Par suite, ona 
cosa dr 


cos6 dr’ 


5 


ce qui détermine la tangente MT. 


224. Kn prenant les deux foyers d’une ellipse pour 
points fixes , Péquation de cette courbe sera 


ron = ona: 
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< ed 6 
De la on tre dr+ dr’ =0; Vou Tat = — 1: donc 
ar 
cos x 
ee A 
cos 6 2 ’ 
ou 
cosa = — cos6. 


On retrouve ainsi ce résultat connu que les rayons vec- 
teurs, dans ellipse, forment avec la tangente, dun 
méme cété, deux angles supplémentaires. 

On trouverait de méme, pour hyperbole, cosa = cos6. 
Pour une courbe dont l’équation serait r+ mr!= a, on 
aurait cosa = = m cos6. 
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Contacts de divers ordres des courbes planes. — L’ordre de ce contact est 
indépendant du choix des axes. — Caractéres distinctifs des contacts 
d’ordre pair ou d’ordre impair. — Des courbes osculatrices. — Du cercle 
osculateur. — Application aux sections coniques. 


CONTACT DE DIVERS ORDRES DES COURBES PLANES. 


225. Soient deux courbes CMN, C’M’N’ ayant pour 

équations 
y=Sf(x), y'=9(2), 

y ety’ étant des fonctions explicites ou implicites de x. 
Supposons que ces deux courbes aient en M un point 
commun, et comparons les ordonnées QN et QN’ des deux 
courbes, répondant 4 une méme abscisse, dans le voisi- 
nage du point M : soient OP = x et PQ=h, ona 


QN = f(a + kh), QN’=o(4@+h). 


Fig. 32. Done 
y 
ee NN =f («#+h)—o(a+h), 
Ae et l'on aura, d’aprés la série de 
Sie Taylor, 
dy dy! 
Ue se eared Ya ical bate 
z : Bel. ts x Ue ae (Z dx 
0 Pr Q Zz J 
h? 1? o d? , 
ele ee ay aha 
Pee \ da dx? 


i” 
Or, on peut mettre R sous la forme ae devenant nul 


avec h; et comme M est un point commun aux deux cour- 
bes, ce qui donne y = y', ona 


ad) ! 2 d? dzy! 
wn =a (TF) 4 ZA +). 


Te DNs aa? 


Maintenant, si l’on suppose que les deux courbes 
aient en M une tangente commune MT, on aura en ou- 
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dy _ dy’ a ee F 
tre ae dan et Pégalité précédente deviendra 
ie ay atyh ‘ 
NN SS ( Jb a a ole ' 
BoD. ag? dx? % s) 


I] est facile de démontrer que la courbe MN’ approche 
plus de la courbe MN, que toute autre courbe MN” qui, 
passant par le point M, ne serait pas tangente a MT. 

En effet, soit y” = J (x) Pequation de MN”; on aura 

dy dy", ** 
NN’ =h (| — ——"+ 6 
; ( la de °°)? 


AX wa 


6 s annulant avec h; donc 


NNW’ ghee dx? dx? 
RRA a ae OTT 
B\ Abii, . 


Donc, quand / tend verso, on a 
/ 
lim ——= 0. 


NN’ 
Ce qui montre qu’en se placant suflisamment prés du 
point M, NN’ est moindre que NN”, et par suite que la 
courbe MN’ est située entre MN ect MN”. 
226. Généralement, supposons que I’on ait 


CMSA NOY, ai dy: GP Ve iald 


‘= eee = oe es 
Nolin dz dx dx dx? da" dai" 
Il en résulte 

Arr ditty dri y! 
y | hae re 
2 Rae 1.2...(%-+1) (a Ce betas Pads 


a étant une quantité qui devient nulle en méme temps 
que h. Je dis que, dans les environs du point M, la cour- 
be MN’ qui remplit les conditions (a) approche plus de 
MN que toute autre courbe MN” qui ne les remplirait pas 
toutes. 

En effet, soit y” = ¢ (x) l’équation de MN", et sup- 
posons que les m premicéres dérivées de y" soient égales 
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aux m premieres dérivées de y, m étant moindre que n. 
On aura 


An+! ay: aye } 
N aad N” a; NN’ = See een SOL a er g 
Q Q Dtte sts (m +1) (= dan! ie 9 ; 


6 étant une quantité qui devient nulle en méme temps 
que /. I résulte de 1a que 


EE AS APN” 


NN’ Be frm » nr a os Pe +a 
NN’ (m+2)(m+3)...(2 hr) 7 dart CHEESE : 
dant =e dam! pte 


Or, comme h décroit jusqu’a o, « et € tendent de plus 
en plus vers cette limite; il s’ensuit que, lorsque h est 


, 


: NN - : 
assez petit, le rapport NN’ cst sensiblement proportion- 


nel a h"~”", et, par conséquent, peut devenir plus petit 
que toute quantité donnée, puisque 72 > m. 

Si lon convient de dire que des deux courbes MN’ et 
MN ont un contact de Vordre n, et par suite que les 
deux courbes MN et MN" ont un contact de Vordre m, 
les résultats auxquels nous venons de parvenir peuvent 
s’énoncer en disant que, par un point commun a deux 
courbes gui ont entre elles un contact de Vordre n, 
on ie peut faire passer aucune courbe ayant, avec lune 


des deux proposées, un contact dun ordre inférieur 
Cnn. 


L ORDRE DU CONTACT EST INDEPENDANT DU CHOIX DES 
AXES. 


227. L’ordre du contact est indépendant de la direc- 
tion des axes, pourvu que l’axe des ordonnées ne soit pas 
paralléle 4 la tangente commune aux deux courbes. 

On pourrait démontrer ce théoréme en employant les 
formules générales de la transformation des coordonnées, 
et faisant voir que les dérivées des ordonnées des dettx 
courbes sont encore égales dans lemouveau systéme d’axes 


DIX-NEUVIEME LEGON. 203 


jusqu’au n®"* ordre, si z était l’ordre de contact dans le 
premier systeme. Mais on peut y parvenir plus rae 
ment par des considérations géometriques. 


Soient CMN, C’M’N’, les deux courbes tangentes en M. 
Fig. 33. 


Par le point, M menons une 
droite quelconque, mais diffé- 
rente de la tangente au point M. 
Son équation sera 
xy ssaxrt db. 

Soient’ 
/ TT 5 aes 
les équations des deux courbes. Considérons les ordon- 
nées de ces trois lignes correspondanta un point N pris 
sur la premiére; on aura encore 


Art dy qr! y! 
NN’ = Bees 
NY 1.2.3...(m-+ 1) (2 dxt +a); 


et puisque, par supposition, la droite menée par le point 
‘Mest différente de la tangente, 


dy’ u 
NN’ = h (Z- J Hat =1 (Zim a+6): 


dx dx / He 
Par suite, 
au y am ery! Nie 
WO ae ats L 
CANES t Me 26 met 1.2.3...(n+1) 
dx 
Or, quand h tend vers o, « et 6 tendent aussi vers o. 
; NN’ 
On voitdoncque le rapport — (NN’) +, tendra vers une limite 
finie. 


On peut done dire que si le contact est du 7” ordre, 
y 


ats 
NN’ 
La réciproque est dailleurs évidente. 


le rapport sera un infiniment petit du n*”* ordre. 


228. Supposons maintenant que l’on rapporte la courbe 
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a d’autres axes; par le point N menons une paralléle au 

nouvel axe des y. Soient7’ le point ou cette paralléle coupe 

la courbe y’ = 9 (x) et n” le point ou elle coupe la droite 

y" = ax +b. Pour démontrer que Pordre de apes ne 
7 


change pas, il suffit de prouver que le rapport (Nn 


Nr . : 
| sera un infini- 
Na 


ment petit du n”* ordre, et, par suite, le contact sera 
encore de lordre n. 

Or, si l’on suppose que l’on ait joint N’n’, le triangle 
NN‘n’ donnera 


tend vers une limite finie. Car alors 


NN’  sinn’ 
Nr’ sinN’ 

Le point N s’approchant indéfiniment de M, le point N’ 
tendra vers N, ainsi que le point n’, et, par conséquent, N’ 
et n' se confondront a da limite. Done n'N’ tendra vers la 
tangente au point M, et, par suite, le rapport des sinus 
des angles n’ et N’ aura une limite finie. D’ailleurs, le 


Ww 


rapport ~—; reste constant quand le point N s’approche 


du point M, puisque le triangle variable Nn" N” reste 
toujours semblable 4 lui-méme. 


i sin 72" sin 72” 
On a NN’ = Nn’ — et’ NN’ Nn ——— : 
sin N’ nN’ 
De la 
sin 7’ 
NN’ Nv’ sin N’ 
(NN? )r+t as (NN? yer! x7 sin n! n+? 
(cee) 
5 mais N’ z 
d’ou l’on déduit que le rapport NN tend vers une li- 


mite finie. 
CARAGTERES GHOMETRIQUES D’'UN CONTACT D’ORDRE PAIR 
OU D’ORDRE IMPAIR. 
229. Si les deux courbes CMN, C’M’N’, qui ont reg- 
pectivement pour équation y = f(x) et y’=o(#), ont 
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au point M (x, y) un contact de Vordre n, les n-+ 1 con- 
ditions suivantes seront remplies : 


ries oy Ope y, dy. dey’ dey 
he dx dx dx? dx dx da 4 


Nous avons vu que, dans ce cas, on a 


Arr / qn+t yx ays 
NN = ON — ON’ = a Zieh eS ; 
: Q Q ee dart +a) 


Mais, jusqu’a présent, nous n’avons fait attention qu’a la 
valeur absolue de NN’ ou de QN-+QN’. Nous allons 


. : , x o# 
maintenant avoir égard a son signe. 
Si 7 est pair, 7-1 étant impair, h"*', et par suite 


Fig. 34. QN — QN’, change de signe avec 

u| Ht) oo h, et ’on en,conclut qwune des 
ee deux courbes étant au-dessous 

He de autre a gauche du point de 

i] contact, est au-dessus a droite 
Rae cee = de ce point, en sorte qu’en ce 


point les deux courbes se tra- 
versent mutuellement, comme on le voit dans la figure. 

Fig. 35. Sin est impair, alors m-+-1 
étant pair, en prenant h assez 
petit, le signe de QN — QN’ ne 
changera pas avec celui de h, 
c’est-a-dire qu’aux environs du 


Zz point M les deux courbes ne se 


iraversent pas. 

De tout ceci on conclut que, guand deux courbes ont 
entre elles un contact d’ordre wmpain, Vune des deux 
embrasse Vautre, et que deux courbes se traversent 
mutuellement au point de contact, quand elles ont un 
contact d’ordre Pair. 

Une ligne droite tangente a une courbe a en général 
avecelle un contact du premier ordre, c’est-a-dire d’ordre 
impair; aussi est-elle, au point de contact, tout entiére 
dun coté de la courbe. Si le point de contact est un 
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point d'inflexion, alors Je contact devient d’ordre pair, 
et la tangente traverse la courbe. 


DES COURBES OSCULATRICES. 


930. Soit 
(1) WEL. 505 CaGee 3s) = 0, 


une équation renfermant mn -+ 1 constantes arbitraires , 
a,b, c,..., et qui, suivant les valeurs attribuées a ces 
constantes, convient 4 une infinité de courbes différentes. 
On peut disposer de lindétermination de a, 6, c,..., 
pour faire en sorte que la courbe (1) ait un contact @un 
ordre déterminé, du 7'*"* au plus, en un point donné 
(x, y) avec une courbe donnée par l équation 


(2) ft =i (ee ). 


Supposons que l’on veuille avoir un contact du n°” 
ordre. On devra avoir les m+ 1 conditions suivantes, 
répondant a Vabscisse x : 


one dy) Vdyy, weigh | By dry’ avy 
(ad coor dai: de. tas dat“ 7? ae dae 
5 dy’ d’y' dry! 5 ee 4 2 
On obtiendra _, ah A EH sé , en différentiant 7 fois 
en ioe ax 
dy ay d" 


ME “ep 
ae ~y.0e5 ——3. endifiéren- 
dx dx? > dxr’ 


liant 7 fois de suite Péquation y= f (x). Les n + 1 équa- 
tions (a) détermincront les 2 + 1 constantes inconnues , 
a,b,c, etc., en fonction des coordonnées du point de 
contact et des coeflicients de Péquation (2). 


de suite l’équation (1), et —,» 


Quand on détermine les constantes a, b, c, etc., de 
manieére 4 obtenir le contact de Pordre le plus élevé pos- 
sible, qui est égal au nombre des constantes moins 1, on 
dit que parmi toutes les courbes de méme espeéce repré- 
sentées par I’équation (1), celle qui répond a ces valeurs 
des constantes est osculatrice a la courbe y =f (x). Sy 
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231. Comme _ premiére application, considérons la 
droite 
(1) Ga aa 6, 
et la courbe “y= fx). 


L’équation de la droite ne renfermant a deux con= 
stantes arbitraires, on ne pourra éiablir qu’un contact 


du premier ordre. Il faudra pour cela Estistalve aux deux 
équations 


t dy z s dy 
= t — 
J CMELS dx Spal tess dx 


Si l’on remplace y’ par y dans l’équation (1), on aura 


SS AB AVE, tn. 
dot Von tire 


b=y-—axk=y — me 
L’équation (1) deviendra alors 
ga Oe dy dy 
x = Fa! Y-G,%> ou ORY) ah aeheer) c) 


ce qui est bien l’équation de la tangente au point (5 597) s 


DU CERCLE OSCULATEUR. 


232. Appliquons encore les mémes considérations au 
cercle. Ainsi, soit en coordonnées rectangulaires 


x =S (ez) 


Véquation d’une courbe. Puisque l’équation générale du 
cercle contient trois constantes arbitraires, le cercle oscu- 
lateur sera celui qui aura avec la courbe donnée un con- 
tact du second ordre. Soit done 


(1) OE ae ONG A, eral Rea 


l’équation de ce cercle inconnu. 
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On en tire par deux différentiations successives : 


; dy’ 
(2) z—E+(y'—2) = =o, 
ae ; es ia 
(3) 1S dx? +(y —h) ane 


Comme on doit avoir 


dy). af «@ Yin dy. 
dz” dx dx dz? 


i SG 


/ 


; sa 18h es d: 
si l’on remplace dans les relations précédentes y’, ~ 
Oran x ; d 2 - 
ey respectivement par y, - >», on aura pour déter- 


dx? dx 

miner £,, p les trois équations 

(4) (w@— EP + (y— uP =p’, 
: dy 

(5) (40-2 =0, 
: UR Sic tm Mage 

(6) Rett a sos a) per Ot 


x ety étant les coordonnées du point de contact. 
On tire de ces équations, 


dy? df, 
te oi teaga) 
= — dy ? 5— 2 Py ) 
dx? az 


ae: a (t+ a 


dx? 
dot 
dy?\? 
(+35) 
P — ats a HI 
ys 
dx? 


233. Le numérateur de cette expression étant positif, 
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il faut prendre le signe + ou le signe — suivant que 
aly : : 

qa est > o ou <o, si l'on yeut avoir la valeur absolue 
de p 


2 


leg , . G He 3 
équation (6) montre que 1—y et eS sont Loujours 
a7 


de méme signe. Comme 7 — y est la différence entre I’or- 
donnée du centre du cercle et ’ordonnée du point de con- 
tact, il en résulte que le centre du cercle osculateur est 
toujours dans la concavité de la courbe. 

La courbe et le cercle osculateur ayant la méme tan- 
gente, le centre du cercle osculateur est sur la normale a 
la courbe au point (x,y); on peut encore le conclure de 


l’équation (5) mise sous Ja forme P 
(9 a 
7 De dee ; 


d’ou résulte que la droite dont le coefficient angulaire est 


—n < i. 5 ss : 4 
J" ’est-a-dire la droite gui unit le point de contact 


au centre du cercle osculateur, est perpendiculaire a la 
tangente commune. 

Le cercle osculateur ayant avec la courbe un contact 
quiest en général du second ordre, par conséquent d’ordre 
pair, il s’ensuit qu'il traverse la courbe , excepté en cer- 
tains points particuliers ot le contact est d’un ordre supé- 
rieur au second. Dans ce dernier cas, si le contact est 
d’ordre impair, la courbe et son cercle osculateur sont du 
méme cété de la tangente commune. 

On appelle souvent le cercle osculateur cercle de cour- 
bure; son centre et son rayon cenire et rayon de cour- 
bure. Nous en verrons plus. tard la raison. 


‘ 5 ° 
234. Comme exemple, proposons-nous dobtenir le 
rayon de courbure MK d'une section conique, en un 


point qu elconque. 


|v 14 
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Supposons cette courbe rapportée a lun de ses axes 
de figure, et a la tangente au 


Fig. 36. 
y ep. sommet; son équation sera 
ie (1) y? =2 pret qu’. 
ise hi wwe Sj En différentiant deux fois cette 
Duawns: \ “ équation, on trouve 
Ke dy ptqz 
iA on (z=) = q> 
wide day 


el, en mettant pour — Sa valeur, 
a ax 


Gas pit 2z2pqx+ q?a? 
—_+*___ i" =4, 


HES ig 


ou enfin 
dy P’ 
dg. sy? 


Le numérateur de p est le cube de la normale MN. En 


effet, le triangle rectangle MNP donne 

Jv DSR 

= OWS p7eay3 VJi+ 2 
dx 


Done 
+ 723 


Ainsi, dans loute section conique, le rayon de cour- 
bure est égal au cube de la normale, divisé par le carsé 


du demi-parametre. 
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Il est, du reste , facile d’obtenir la valeur de g en fonc- 
tion seulement de l’abscisse du point M. En effet, 
+ qu? et oy + g& ' 
—= 2 par Gr e ——> o> PP #5 
de iP f) Se ad: GX 
on a, par suite, 


ni == 2 px + qui (p+qzu)=(g+q’) 2 + 2pqr+r2pe+pr. 
ts 
Donec 


aa 


i 


3 
2\ m2 _' 272 
ae 
/ 


212 COURS D ANALYSE. 


VINGTIEME LEGON, 


Développées et développantes des courbes planes.— Propriétés générales 
des déyveloppées.— Application a la parabole, a Vellipse, a Vhyperbole. 


DEVELOPPEES ET DEVELOPPANTES. 


235. Nous avons vu qu’en appelant £ et » les coor- 
donnécs du centre de courbure correspondant au point M 
de la courbe CM, on avait, pour déterminer ces deux 
quantités, les équations 


dy 
1 C— FE y¥—n) —=0 
( ) alt ) dx ‘ 
dy? d? ¥ 
2 1+ — +(¥y—y7 —= sO. 
ia} dx? (. ) dx? 
Les centres de courbure K, K,,..., forment une nou- 
Hig. 37. velle courbe que l’on appelle la 
y ' développée de la courbe CM, 
Mee et celle-ci est appelée la déve- 
4p bs 
| Bes loppante de KI’; nous verrons 
| Amy > AX . A . re : 
| aire bientét Ja raison de ces dénomi- 
Cc ok : 
oS * —. nations, 
F Puisque les équations (1) et 


(2) avec Péquation 
(3) Sl evy =O, 


de la courbe donnée CM, déterminent les coordonnées & 
el 7 du centre de courbure K, répondant au point don- 
né M (x, y) de la courbe CM , on aura Véquation du lieu 
des points K, en éliminant x ety entre les équations (1), 


(2) et (3). 2 


~ 
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PROPRIETES GENERALES DE LA DEVELOPPEE. 


, , r 


236. La développée jouit de propriétés générales wés- 
remarquables. ’ 

En premier lieu, fous les rayons de courbure MK, 
M, K,,..., oules normales a la premiére courbe, touchent 
la déeveloppée aux points K, K,,..., Cest-a-dire aux cen- 
tres de courbure. 

En effet, si l'on prend x pour variable indépendante , 
et que l’on différentie équation (1),’en y regardant y, 


dy : 
9 ¥ etn comme des fonctions de x, on a 

2 dy Ghee 

en eee OY eA ge oO, 

ou 

dy? d’y dy 

— + (y —1) — > | — di — dn = 
| Mere ned *) ie SAS le a 


dé + dn — = 0, 


ou eniin 
da dx 
(4) de 


Cette derniére relation montre que la tangente a la dé- 
veloppée menée par le point K est perpendiculaire a la 
tangente menée par le point M a Ja courbe CM. Done 
la tangente a la développée est la droite KM. 


237. Une conséquence immeédiate de cette propriété, 
cest que la développée d’une courbe est le lieu des in- 
tersections successives des normales a cette courbe. En 
effet, considérons deux de ces normales MK et M,K, 
qui seront par conséquent tangentes a la développée 
aux points K et K,. Soit I le point ot elles se coupent : 


quand M, se rapproche indéfiniment de M, M, Ky, se 
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rapproche de MK, et l’angle K, IK tend vers deux angles 
droits. Donc K, K est le plus grand cété du triangle K, 1K, 
et comme ce cété tend vers zéro, il en sera de méme de 
IK. Par conséquent le point I se meut sur la droite fixe 
MK en se rapprochant indéfiniment de K, que l’on peut 
considérer comme le point (intersection de la normale 
MK et de la normale infiniment voisine. 


238. La difference entre deux rayons de courbure 
MK et M,K, est égale a Pare K, K de la développée, 


compris entre les deux centres de courbure correspon- 
dants. 
Pour cela, différentions Véquation 
p(n — EP 4 (y =a), 
en y regardant y, £, 7 et ¢ comme des fonctions de la va- 
riable indépendante x. Il vient ainsi 
odp =: (x — §) (dx — dé) + (y — n)(dy — dn), 


ou 


: dy 
paps de|©—E-+-(y n) x | (2 — 1) dE—(y ~n) dn, 


dx 
ce qui, d’aprés équation (1), se réduit a 


pdp= —(a—E)d§ —(y — 1) du, 


dot lon tire, en désignant par ¢ l'arc FB, 


dp bi Sede iota een 6 dn 
sh ag | apap ong }: 

0 do p ‘do 
Mais le second membre est le cosinus de langle que la 
droite MK fait avee Ja tangente a la développée au point 
K. Comme cet angle est nul, son cosinus est égal a Punité, 


et ona 
do arma dc. 


De cette équation on conclut, 
=<o+C, 
C désignant une constante; on aura de méme 
o== 4+ C: 
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donc 
Pp — Pi = ¢ — og, = arc FK — arc FK, = are KK,. 


(8) . . Lay 2 , 
239. On peut aussi concevoir cette propriété comme 
, , va * ‘ 
une conséquence de ce que la développée est le Jieu des 


Fig. 38. intersections successives des normales a la 
nN, courbe donnée, En effet, remplacons un 
ON petit arc KK, de la déyéloppée par sa cor- 
\ de, et supposons que cette ligne prolongée 
zeit rencontre la courbe en M. KM différera 

i 


\ trés-peu de la normale KN menée par le 
\ point K, et K, M wés-peu de la normale 
K, N, menée par le point K,, en sorte qu’on aura, en 
négligeant des infiniment petits du second ordre, 

KK, = KM—K,M=KN—K,N,. 

C'est cette propriété de la courbe FK gui lui a fait 
donner le nom de développée. En effet, imaginons un fil 
dont une partie soit enroulée auiour de FK, et dont autre 
partie , tenduesuivant la tangente K, M,, se termine en M, 
sur la courbe CM. Je dis que si l’on déroule ce fil en le 


Fig. 39. tenant toujours tendu, son e€x- 

? - trémité décrira la courbe CM. 

y Mer \ 6 Car supposons que la partie rec- 

en tiligne soit maintenant ater 

K\ suivant la tangente KM, et que 

S oh a —— JVextrémité aboutisse au pointG: 
| ona 


GK = M, K, + &, K, 
puisque K, K est la partie qui est devenue rectiligne. Mais 
dailleurs on a aussi MK = M, K, + K, K. On aura donc 
GK—MkK. Donc G est en M sur la courbe CM, donc l’ex- 
irémité du fil décrira la courbe CM. 
240, On voit par la qu'une méme courbe FK a une in- 
finité de développantes, et que pour les décrire il suffira 
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@allonger ou de diminuer le fil d'une quanuté arbitraire. 
Les tangentes 4 F°K sont normales a toutes les dévelop- 
pantes, d’ou il suit que celles-ci ont les mémes normales 
et les mémes centres de courbure ; et comme elles inter- 
ceptent sur leurs normales communes des longueurs con- 
stantes, on peut, au moyen d’une développante, obtenir 
toutes les auires. 


241. Si une courbe est algébrique, les rayons de ses 
cercles osculateurs auront aussi une expression algébrique 
Waprés les formules trouvées précédemment: par con- 
séquent, un arc de la développée , qui est la diflérence de 
deux de ces rayons, aura, dans ce cas, une expression 
algébrique, et cette courbe sera rectifiable. 


RAYON DE COURBURE ET DEVELOPPEE DE LA PARABOLE. 


242. Appliquons maintenant cette théorie a la para- 


Fig. 4o. bole dont P’équation est 
y M— rete. : 
f x boy ire 
| es Z rs 
i ae Nous avons trouyé, en désignant 
i pee la normale MN, et par 


TAN 0 z 4 
\ aI 0 le rayon de courbure au pot 


6 pS OMEN 


pe 
Si on veut exprimer ce rayon en fonction des ‘coor- 
données du point M, il faudra différentier deux fois 1’é- 
quation y* = 2 px, ce qui donne 
dy —p d’y pe 
dz iy dx ~? 
Donc on a, en valeur absolue, 


3 


f 


eh 
i y (y? +p’) 


Pp P 
Ri 
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Pour avoir maintenant l’équation de la développée, sub- 


é d d?y ; , 
stituons les valeurs de et de iz dans les équations 
dx da? 


d 
$e ae ao 
dy? ays 
Libigge t lairaia) ga Si 
il vient les équations 
2 Pa Pp 
B= E+ (y— 7) — 0, tS Ay — 1) =O. 

( Be Er ( Ss 


L’élimination de x et de y entre ces équations et celle de 
la courbe conduit a l’équation de la développée. De la 
seconde on tire “ 


2 


2 2 3 
1 sf Hes Borg lsd cg On Pear os 
J eg Af P 
£n mettant cette valeur de 7 dans la premiére, on aura 
ae 
z—& SS VSe p = 0; 
dou E—p= 3 2x. 
On a donc 
9 I y 2 
ys pn, a= 3% = pay “Clee yas ope, 
dou xo = pin’ 
2 3 
et yi=(2p2)=[ 5 r(§—?)| 
Donc ret ec 
8 
et n? = —— (§—p)’. 
2 P ) 


Si Pon transporte Vaxe des ordonnées parallélement 
a lui-méme jusqu’au point O, tel que AO=p, léqua- 


: ; 8 . , 
tion prend la forme plus simple 4? = — £’*, ou simple- 
39 p> I 
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ment 


En construisant cette courbe, on reconnait qu'elle a la 
forme KOL (fig. 40, page 216). Elle est symétrique par 
rapport a l’axe des abscisses, ce qui était évident a priori, 
et s’étend a Vinfini du cété des x positifs. 

En différentiant, on trouve 


dy, 3 \/ 8. A 
eee ——— aoa 
dé 2 27?pP 


wee (a We ag Se 
ae ee VOT P. >. Gan oe 


: d?y i ‘ 2 
Le signe de Tp est le méme que celui de 1; par consé- 


quent, la courbe est partout convexe vers |’axe des ab- 
scisses. 


RAYON DE COURBURE ET DEVELOPPEE DE L ELLIPSE. 
243. Soit 
Oy EO pe OS 
Péquation d'une ellipse rapportée 4 son centre et a ses 
axes. On en tire 


dy > ~Ox dy bi 


= Bolger wee AS Bas ee 
ax ary da? OR 

Cela posé, la formule connue du rayon de courbure 
donne 


Pour avoir la développée de Vellipse, reprenons les 
deux équations 


dy" ay hy 
ae b da’ + (9 7m) dz? ee 
if 
(2) Ab + (yn) So = : 
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d A? A as 
En y remplacant — et > par leurs valeurs, Véqua- 


tion (1) devient 
ay + bizy —abi(y —n)=0, 


_ (ay ba')y 
aa a? bi 


ou ae 


Say + b? (a? b? — ay”) _ 
oy a’? bi 

(a@— b?) y? + bi 
= x ; 


Je3* 
et posant a® — b? = c’, il viendra 


(bi + @ 2 oy 
= Siti OO bn : 


if See ie bi ri bi? 


ou enfin 


3 71= ° 

(3) =-9 
En changeant dans la relation (3) x en yet yen x, 

puis a en bet b ena, ce qui change c* en — c”, on aura 


Che 


(4) p=. 


© 
Par conséquent, si l'on pose, pour abréger, = A et 


¢ 
z= 5, ona 


ee E\? p aaa 
ass 5 si 


En substituant ces valeurs dans l’équation de ellipse, 


mise sous la forme 


ees 


on a, pour |’équation de la développée , 


| 
a 
to] s 
ee 


2 
3 


ba) 
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La courbe représentée par cette équation est symé- 


Fig. (rv. trique par rapport aux axes 
“ln de l’ellipse , comme, du res- 
PE te, on pouvait le prévoir. 
is / 
/ Vi % Pour 7=0, ona 
© F oN} Va: rye j 
e 
se tee, yor -b A= -b*, 
re eee ° a 
W _ce qui donne deux points G, 


G’, situés sur laxe des x 
entre les foyers..On obtiendra de méme les points H, H’, 
ott la courbe rencontre l’axe des y. 

En différentiant Péquation de la courbe deux fois de 
suite, on aura ; 


ee - 
iy 3 dy? aR eae oF 


eas 
pe | wv 
4 
BR 
© | ox 
| 
vole 


gS 
we) 


Or at est de méme signe que le dénominateur, puisque 
de DS q > Pp q 


Je numérateur est positif. Par suite, cette dérivée aura le 
méme signe que 7. Done la courbe tourne partout sa 
convexité vers l’axe des x. 

On a ensuite 
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cette dérivée étant nulle pour €= 0 et infinie pour y= 0, 
on en conclut que les axes sont tangents a la courbe aux 
points G, G’, Het H’, qui, a cause de la symétrie de la 


figure, doivent étre des points de rebroussement. 


RAYON DE COURBURE ET DEVELOPPEE DE L HYPERBOLE. 


244, Le rayon de courbure et la déyeloppée de hy- 
perbole peuvent se déduire de ce qui précéde en chan- 
gseant 6? en —#4?. On a ainsi pour le rayon de courbure 
s Pp y 

3 
(bia? + aly? y id 
SS ee 


ai bi 


ee 


i 


et, pour l’équation de la développéce , 


Fat) ts Ne AS 
en posant C= 2 OS = Ae SB. 


La développée de Vhyperbole se compose de deux 


Fig. 42. branches infinies HGK, 

y _—  H’/G’'K’, symétriques par 

we ae a ie i, rapport aux deux axes; elle 

/ / Fy 

\ de F ys a deux points de rebrousse- 
= ih = cee ON ws , 7 

= Crjoi\re ~ # mentG etG’situés sur l’axe 

lA . : Bey OX ea rk iransverseau dela des foyers 

RL ee ae par rapport au centre et elle 


estconvexe en tousses points 


vers l’axe transverse. 
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VINGT ET UNIEME LECON, 


Ewude particuliére de la cycloide : Définition et équation de la courbe. — 
Tangente et normale.— Rayon du cercle osculateur. — Développée.— 
Longueur d'un are de cycloide. 


DEFINITION ET EQUATION DE LA CYCLOIDE. 


245. La cycloide est le lieu des positions d’un point M 
donné sur un cercle qui roule sans glisser sur une droite 
indéfinie.A x. 

Prenons pour axe des abscisses Ja droite Ax, pour ori- 
gine le point A, ot se trouyait le point générateur M a 
Yorigine du mouvement, et pour axe des ordonnées la 
perpendiculaire Ay. 

On reconnait, a priori, que l’ordonnée est maxima 


a P , op . | tea 
au point C, correspondant a l’abscisse AD = —cire. OM; 


que la courbe rencontre de nouveau l’axe des x en un 
point A’ dont Vabscisse est circ. OM, et que la portion 
CA’ de cette courbe est symétrique de Pare CA par rap- 
port a CD; ensuite qu’au dela du point A’, comme avant 
le point A, il existe une infinité d’ares identiques A ACA’. 

Cherchons maintenant I’ équation de la courbe. Soient 


Fig. 43. AP= x > MP — y¥ les 


‘ coordonnées d’un point 

aay, oe | M du heu, MO == et 

Me es = \| MOH =u; joignons MO 

oe Se - - aa et menons MI perpendi- 
\n ee } 


lars ie, culaire 4 GH. 

/ \| fs | ? \ A 
G \/ NL Sse Digpres le mode méme 
d de génération,, are MH 
sera égal a la portion de droite, AH. On a 


a = AH— PH= arc MH — MI = au — asinu=a (u—$in wt), 


y = OH IKK = a—acosu=a(i — cos). " 
H 
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Il ne. s agit done plus, pour avoir l’équation de la 
cycloide, que d’éliminer u entre les deux équations 
(1) xa (u—sinu), 
(2) ¥ =al(t —cosx). 


Or la derniére donne 


cos u = : ou ware cos he 
a a 
aT \ 
dot 
V2ay—¥” 
oe 
a 


Portant ces valeurs dans léquation (1), on a, pour l’é- 
q ’ » | 
quation de la cycloide, ‘ 


(3) a = aare cos > pV 2ay—)". 
a 


Pour expliquer le double signe du radical ou de sin wu, 
on observe que si le point M est sur l’arc AC, ona u<ct 
et sin w>o. Mais si le point M se rapportait a l'are CA, 
on aurait u >> etsin u<0. Done le signe supérieur 
convient a Vare AC, et le signe inférieur a l’are CA’. 


TANGENTE ET NORMALE, 


ed. Seba : 
946. Pour obtenir on pourrait différentier Véqua- 
aAxXL 


tion (3), mais il est plus simple de différentier les équa- 
tions (1) et (2), dans lesquelles x et y sont fonctions de 
la variable indépendante uw, ce qui donne 


dx = adu (1— cosu) = y du, 


dy = asin udu = du V2ay — 7’. 


Divisant membre 4 membre, il vient 


dy _ V2ay—y? 
dx ey 


’ , ry 
La sous-normale au point M ayant pour valeur? —s 
da 
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on voit qu elle est égale a Vo ay—y’. Or 
V2ay — y° = Vy (2a—y)= VIA XIG = MI ou PH. 


Donec MH est la normale au point M, et, par suite, MG, 
perpendiculaire 4 MH, est la tangente en ce point. 

De la résulte un moyen trés-simple de mener une tan- 
gente a la cycloide en l'un de ses points, M par exemple. 
Supposons le cercle CmD décrit sur Pordonnée maxima 
comme diamétre; menons Mv parallele a Ax: une pa- 
ralléle 4 Cm, menée par le point M, sera la tangente 
cherchée. . 


247. La longueur de la normale, au point M, a pour 
expression 


Or GH= 2a, IH =y. Cette longueur est donc moyenne 
proportionnelle entre IH et GH; elle est donc la ligne 
MH elle-méme. 


RAYON ET CENTRE DU CERCLE OSCULATEUR. 
248. On a 


dy V2 ay—y ape 
== = —I; 
dx x w 
1 dy 2a Tor dy d*y 2ady 
done = ——1, dou 2— —— — —, ou 
dx ‘ : an a"a Sd : 
ay a 
dx? 
' dy Ley . 
Substituant ces valeurs de — ct de —, dans l’expression 
dx dx 


connue du rayon de courbure, on trouve 


DIN S 
3 (**) Say 


saa Ganon done p==2V2ay. 


ye 
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or 


Mais 
V2 ay = VGH X Ili = MA, 


Done le rayon de courbure est double de MH, et puisque 
Wailleurs MH est la normale au point M, on aura le 
centre de courbure en prenant sur la, direction de MH 
un point N tel que MN = 2 MH. 


DEVELOPPEE DE LA CYCLOIDE. 


249, Ce résultat permet de déterminer trés-simplement 
la développée. 

SoitHNL un cercle égal au cercle OM, tangent au point 
H a Ax, au-dessous de cette droite ; menons LE paralléle 
a Ax, et prolongeons le diametre CD fusqu’a sa rencontre 
en E avec LE; les arcs MH et NH étant égaux, ona 


arc NH = AH; 
dailleurs arc HNL= AD. 
Donc arc NL = AD— AH = DH = LE. 


Ainsi la développée de la cycloide est engendrée par 
le mouvement d’un point N placé sur la circonférence 
dun cercle égal au cercle OM, mais qui roulerait sur 
une paralléle LE a Ax, au-dessous de cette droite, et a 
une distance de celle-ci égale au diamétre du cercle mo- 
bile. Cette développée est donc une cycloide égale a la 
premiere. 

On peut d’ailleurs le démontrer sans connaitre la lon- 
eueur du rayon de courbure. En effet, de méme que MG 
est tangente a AMC, en M, NH ou MN est la tangente en 
Na la cycloide ANE. Done cette derniere courbe est le 
lieu des intersections successives des normales consécu- 
tives 4 la cycloide ACA’, et par conséquent elle en est la 
développée. 


250. On peut retrouver le méme résultat par le calcul. 


i 15 
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ay es ae 
1 de Ge Weal ay 
dy 
eE+(y— 1) = 


La premiere équation donne 


Sia ise TE ou bien 2ay —a(y —n)=0, 
ou enfin 
(1) yan 


On tire de la seconde équation 


2a 
xa—E+(¥ —n) Vince obd 


d 


ou, en remplacant y par sa valeur et transposant, 
: pl ty} ] tl : t, 


xe=§+a2n\/——-—1, 
nN 


ou enfin, en faisant passer 7 sous le radical dont le signe 
doit étre changé, puisque 7 est négatif, 
(2) xt —2V=20an —7x'. 


Substituant les valeurs (1) et (2) dans l’équation de la 
cycloide, 


(3) x = aarecos“—* — Ya.ay — 7°, 


on a, pour I’équation de la développée, 


ata ——__—— 


(4) E= a are cos an ¥—2an rane 
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») . 
Supposons maintenant qu’on prenne pour axes les 
Fig. 44 
is. 44. 


droites Ex’ et Ey’; nommons 2 
et y’ les nouvelles coordonnées 
dun point quelconque N de la 
développée : puisque 


AD=ra, DE=2a, 


la 


on aura 


—E= AD — DI=7a 5/7, 
n= NR—IR=j'— 2a. 


Substituant ces valeurs de & et de n dans l’équation (4), 
Péquation de la développée par rapport aux nouveaux 
axes devient 4 


a 


Ta— ££ = a are COS cal V2 ay 75 


ou bien 


f 


yi =a ——; 
Cea (=— arc Cos a") — V2ay'— y”, 
a 


ou enfin, comme deux arcs supplémentaires ont des co- 
sinus égaux et de signes contraires , 


PR eo ea 
——2.} V2ay'—y?- 


a’ = a arccos ( 
Cette équation, comparée a l’équation (3), montre que 
la développée de la cycloide est une cycloide égale, placée 
“par rapport aux axes Ex’, Ey’, comme la proposée par 
rapport aux axes primitifs. 


LONGUEUR DUN ARC DE CYCLOIDE. 


251. La ligne MN double de HN est le :ayon de cour- 
bure correspondant au point M de la cycloide dévelop- 
pante, ou la tangente en N a la cycloide ANE développée 
dela premiére. De plus, au point A, le rayon de courbure 

LDis 
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est nul puisque la normale MH devient nulle pour ce 
point. Donc, comme un arc de développée est égal a la dif- 
férence des rayons de courbure extrémes, on a 


arc AK = MN = 2 NH. 


En revenant a la cycloide proposée, on peut dire que l’are 
CM est égal a 2 MG. 

Exprimons maintenant cet arc en fonction des coor- 
données de son extrémité. 


On a 
are’ CM = 2.MG ==> V2a.MQ, 


ou bien, puisque MQ = 2a—y, 
arc CM = 2 V4a— 2 ay. 


252. On peut encore parvenir a ce résultat par le 
calcul. 

En effet, soit CM = s un arc compté a partir du som- 
met C; on aura 


dx 
Or ona = us : 
dy Voay— x? 
donc , 
ds = td yo 
V2a—y 


Mais l’arc CM diminue lorsque y augmente ; on doit done 
prendre le signe —, et écrire 


ds =—d Va =d(2 2a \/2a—y), 
y2a—y 
donc s=2V2aVY2a—y+C, 


on s=2V4a?— 2ay+C. a 
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C est une constante que l’on détermine en faisant 


¥ = 2a, ce qui donne s =o et par suite C=o. On a 
donc, comme plus haut, 


are CM = 2 V4 a?— 2ay. 
253. Si l’on suppose y = 0, on aura 


arc CA= fa, 
et par suite 


arc ACA’ = 8a. 


Ainsi l’are entier de la cycloide‘est égal 4 quatre fois 
Je diamétre du cercle générateur. 
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Expression du rayon de courbure, quand la variable indépendante est 
quelconque.— Application aux coordonnées polaires. — Théorie de la 
courbure des courbes planes. — Identité du cercle de courbure et du 
cercle osculateur.— Applications. 


EXPRESSION DU RAYON DE COURBURE QUAND LA VARIABLE 
INDEPENDANTE EST QUELCONQUE. 


254. En prenant x pour variable indépendante, nous 
avons trouvé 


w ler 


[ a) 
(3 a pes 


{ day 


ar? 


Supposons maintenant que x et ¥ solent fonctions 
@une autre variable t, et cherchons, dans cette hypothese, 


3 & dy i 
Pexpression de p. On sait (85) que _ conserve la méme 
i oy 


dy eae ; dx dy — dyd’?« 
forme, et que rr doit étre remplacé par aaa . 
Ax" 9 


On aura donc 


3 


4 ) “4 
1 aa 


/ 


tones dad? y— dy dx 


dx 
ou bien 
(da? + dy? \2 
(1) a ir rrey eer oe a a 
dz d’y — dy d?x 
expression dans laquelle les différentielles de x et de ¥ 


sont prises en regardant t comme variable indépendante. 


Exempte. — La cycloide est représentée par lensemble™ 
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des deux équations 
x=a(u—sinu), y=a(i—cosw). 
De la on déduit, en prenantu pour variable indépendante, 


dz=a(i—cosu)du, dx=asinudu’, 
dy =asinudu, ay =acos udu’. 


Par conséquent, 4 


dx’ + dy? = (1— 2 cos u + cos?u+ sin’u) a? du’, 


{ Buss 9. 3 
dz d? y — dy dx =(cos u — cos?u — sin? u)a du’, 


ou dz +- dy? = 2 (1— cos u) a? du’, 
dz d? y — dy d? x= —(1—cosu) a’ du’. 
Par suite . 
Ss 
2 (1—cosu)? a du’ i. 

ae =2aV2(1— cose)’ 

: (1 —cosu) a? dus v2 ) 
Or I 1 oasis 


a 
Donc em aayay/2 =2 Vou. 


EXPRESSION DU RAYON DE COURBURE EN COORDONNEES 
POLAIRES. 


255. La formule (1) conduit a Vexpression du rayon 

Fig. 45. de courbure au point M, en 
fonction des coordonnées po- 
laires de ce point. Pour cela, 
menons par le pdle deux axes 
rectangulaires Ox et Oy. Soient 


zcOA =a, OPS 25 MP=y, 
OM=7,. MOA=9, 
on aura 


2 =recos(0—a), yorsin(9—«), 
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ou en posant, pour abréger, 9 — a = 6’, 

LT COSY = rsine, 
De la on tire, en observant que d6’= dé, 

dx = drcos0’ — rd6 sin 6’, 
dy = dr sin 0' + rd@ cos 9’, 
d?x = d’rcos @ —2drsin6’ — rd8 cos 6, 
d?y =d’rsin#! + 2drd6 cos & — rd@’sin 0’. 
On aura done 
dx? dy?= dr’ cos? 6! + 7° sin? 6/d@? + dr? sin? 6’+ 7? cos? 6! d 6 
= dr* (sin? 6’ + cos? 0") + 7° d@? (sin? 6’ + cos? 6’), 
et toutes réductions faites , 
(2) dx + dy? = dr + rd. 
De méme 
dz d*?y — dy d*x 

= (dr cos 6’— rd 6 sin 6’) (d? rsin 6’+- 2 drd cos 6’— rd @ sin 6’) 
— (dr sin 0 + rd cos 6’) (d? rcos 6’ — 2dr sin 6’ — rd§? cos’) 
= d’r(drsin 0 cos 0’— rd @ sin? 6’— dr sin 6' cos 6’ — rd 6 cos? 6’) 
+ 2dr’ (d@ cos’ 0’ + d0 sin’ 6’) + 7? (sin? 6’ d63-++ cos? 6’ dé*), 
ou, en simplifiant, 
(3) dad*?y—dy@zx=2drdi—rdod’r+rdé. 


Substituant les valeurs (2) et (3) dans la formule (1), on 
obtient 


3 


Ry (dr? + r°d@*)? 
padrdd —rd*rdo 4rd’ 
ou bien 


(4) C= 
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Ce résultat s’obtient d’ailleurs plus simplement en 

faisant coincider Vaxe OX avec OM. I] faut faire alors 
a=6, et l’on'a 

dgiz=tdr; * ay, 7d 0, 
Ai Oh TOR | Aig Td 0. 
256, On introduit quelquefois, au lieu du rayon vec- 
Pn 


teur r, sa valeur inverse dans l’expression du rayon de 
courbure. Soit 


I os 
— 
none 
on aura 
du 2 du*— udu 
ee 
u? ue 
& 
Donc on a 
3 3 
I Dees I Tage Nee 
uw uid 7) u? ui dQ 
Ce. adie gh Baus ee du’ 
u? ui do? uide? u? uw dQ? 
ou enfin 
i du? 7 
2 Ee 
(« Bs =) 
(5) ia APIN 
us 
(» Bi oh) 


257. Exempies. 1°. Courbes du second degre. \'équa- 
tion générale des courbes du second degré, rapportées 4 
un foyer et a l’axe focal, est 


P I + e cos6 
r= 00 2S 
1 + e cos? Pp 


On aura, dans ce cas, 


e 
Dip sin§d0, d?u= — — cosédé’, 
P P 


n. AGL 


234 COURS D ANALYSE. 


et la formule (5) donnera 


E + Misa k oe “sino | 
p 


nie if 
e (+e cos) I+ ecos@ ¢ : 
See 
W P PB. 
3 
2\2 
ou bien pos (etl: 2e.6esh sainei) 
(1+ e cos¢)° 
2°. Spirale logarithmique : r= ae™9, 
On tire de cette équation : 
cL a? d 
= mae”? = mr, a == = = ne? a 


h. 

Substituant ces valeurs dans la formule (4), on a 
3 

ie ges ee 

a r? (1+ m?) 


ou bien 


pari m. 


Soient MK la normale et OK la sous-normale du point 
considéré. Le triangle rectangle KOM donne 


MK = \/OM + OK =" F tang'OMK. 
Or ona tang OMK = cotOMT =m, 
donc MK = rVi+m’. 


Ainsi Vextrémité K de Ja sous-normale est le centre de 
courbure. 


Pour trouver I’équation de la développée, prenons 


Fig. 46. un nouvel axe polaire OB, in- 
\\ cliné sur le premier d’un angle 
\n a. K étant ’un quelconque des 
oon, bie” points du lieu, soient OK =r’ 
ue et KOB = 6’: on aura 
0 yy. 4 


y, SG. ~* 
( \e fame, ow ra mac? % 


VINGT-DEUXIEME LECON. 235 


. Tw ty . , r 
mais 6’ ¢ = @ + = done l’équation de la développée 


' we 
mo’ +m (« =) 


‘ 
Tog ig ee 


sera 


ou bien 


Comme « est arbitraire, déterminons cette quantité de 
telle sorte que lon ait ’ 


ce qui donne 
os 


lm 4- m («—5] =O. ON eae SS See 
2 


Péquation de la développée deviendra 


ce qui montre que la développée est une spirale logarith- 
mique égale a la premiere, mais differemment placée. 


DE LA COURBURE DES COURBES PLANES. 


258. On doit considérer Ja courbure d'une circonfé- 
rence comme étant la méme en tous ses points, et d’autant 
plus grande, que son rayon R est plus petit, ou que la valeur 


; I 
inverse est plus grande. Il est donc naturel de prendre 


I 
A Pour mesure de la courbure du cercle. 


On concoit mieux cela si l’on considére un cercle tan- 
gent a une droite en un point, et que l’on éloigne de plus 
en plus le centre sur la perpendiculaire 4 cette droite en 
ce point. Le cercle mobile, dans une de ses positions, sera 
compris entre la droite fixe et le cercle précédent, et par 
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conséquent il s’'approchera d’autant plus de la droite, 
que son rayon sera plus grand. 


Soient MT et M’T’ deux tangentes a une circonférence 


Fig. 47. dont le rayon MK est égal aR, et 
a thie soit HIM’ = w. On aura 
ie arc MM’= Ro, 
LAM’ 
Vie puisque l’angle MKM’ est égal 
{A a HIM’; donc ona 
Poa L I a) 


R a are MM’ 


Ainsi la courbure d’un cercle est égale a l’angle de deux 
tangentes divisé par l’are compris entre les points de 
contact. 


259. Considérons maintenant une courbe quelconque 
CMM’'U, C étant un point fixe de cette courbe; soient 
CM =s, MM’= As, tVlangle MT zx, t/langle M'T’x, 
formés par les tangentes MT et M'T’ avec Ox, et Az la 
différence de ces angles, c’est-a-dire l’angle HIM’. 


‘ patie ; be At ‘ 
Si la courbe était une circonférence de cercle, , serait 
. 


Fig. 48. 


sa courbure au point M, et ce 
rapport serait indépendant de 
As. Quand Ja courbe est quel- 


At : 
conque, le rapport Ay? qui va- 


rie avec As, est appelé la cour- 
bure moyenne de Varc MM’, et 
Yon nomme rayon de courbure 
moyenne le rayon d’un cercle dans lequel les tangentes 
menées aux extrémités d’un arc égal a As, font entre 


‘ i As 
elles un angle égal & Ar. Le rayon de ce:cercle est = 
‘ T 


Supposons maintenant que le point M’se rapproche 
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‘ vs At 
indéfiniment du point M: le rapport A, Convergera vers 
S: 


dt 


oRG qui sera dit la courbure de la courbe au point M. 


Concevons un cercle ayant la méme courbure, et soit p 
son rayon : on aura 


I Care ds 


ods oe Pere J 


Sil’onprendsur la partie intérieure dela normale MK = p, 
le cercle décrit du point K comme centre avec MK comme 
rayon sera le cercle de courbure, le rayon et le centre de ce 
cercle seront le rayon et le centre de courbure correspon- 
dant au point M. 

On appelle angle de contingence angle dz formé par 
les tangentes menées aux extrémités d’un arc infiniment 
petit. On peut donc dire que la courbure d’une courbe est 
égale 4 langle de contingence divisé par la différentielle 
de larc. 


IDENTITE DU CERCLE DE COURBURE ET DU CERCLE 
OSCULATEUR. 


260. Le cercle de courbure est le méme que le cercle 
osculateur, déterminé par la théorie des contacts; en 


effet, on a 
dy? 
as = ax I+ ie’ 
dy 
dy dx ; 
gezaid (arctang Or oe dy? 
I + ae 
dx? 
donc 
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ou 


ce qui montre bien que p, ou le rayon de courbure, est 
égal au rayon. du cercle osculateur, et, par suite, que le 
cercle de courbure se confond avec le cercle osculateur. 


261. On peut démontrer le méme fait d’une autre ma- 
niere. Soient MK et M’G les normales en Met en M’a 
la courbe donnée; soit G leur intersection, et soit MK 
le rayon de courbure pour le point M. Joignons MM’; 


ona , 
MG : MM’ =sin MM’G: sinG, 
TUS cas Vm ae 
Pa MG __ MM se MM Goi 
sin G 
ou bien 
MM’ G arc MM’ 
MG = —_—_ — ——— >< sin MM’G. 
Cea ice ee 


A la limite, quand le point M’ vient coincider avec M, 
la droite MM’ devient tangente: par suite l’angle MM’G 
devient droit, et son sinus a pour valeur lunité, On a 
dailleurs 


i MM’ i G 
in ——. = = 
arcMM’ ?  sinG s 
r arc MM’ Ss As ds 
im ————— a= lim oS 
G At dt 
done 
1s 
lim MG = = = MK. 
aS 


Ainsi le centre de courbure K est Vintersection de deux 
normales infiniment voisines : donc il se confond avec 
Je centre du cercle osculateur; et par suite le rayon de 
courbure (259) est aussi le rayon du cerele esculateur. 
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262. Nous avons démontré Videntité du rayon de 
courbure et du rayon du cercle osculateur en déduisant 
la valeur de ce dernier de celle du rayon de courbure : 
nous pouvons parvenir au méme résultat en suivant une : 
marche inverse, c’est-a-dire en déduisant la valeur du 
rayon de courbure de celle du rayon du cercle osculateur. 

En effet, le rayon du cercle osculateur au point M est 


epee dy 
( dx? ; \/ ie dy” dx 
P rE ==) i} , tare 
4 , aL é dy’ 
dx? dx 
Or. 
y Soe eae 
Ax i Si ae Bt ay Sy 
dy 
da 1 
peal s SG) (are tang | Gs 
dy’ dz 
I — 
az? 
Donc 
& ds 
Naas 


EXPRESSION DU RAYON DE COURBURE EN COORDONNEES 
POLAIRES. 


263. Pour obtenir l’expression du rayon de courbure 
en coordonnées polaires, nous partirons de la formule 


ds : : 2 
p=7 Soit » Vangle que la tangente au point M fait 
Tt 


avec le rayon vecteur : on aura 


Fig. 4g. : rao 
230 S02 ees 
= m4 lr 

“SM ‘ : 
we oe 4 mais 
A \ ee Os 
Donec 
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on en déduit 


d§—dt 1 dr dt é aa) te a7. 
Se SH || S09 — =1—sin?(r — 6) — (—-— }- 
sin? (t — 9) (: wi) eat ) ( ) 


Mais l’équation (1) donne 


sin? (c mes @) —— 


Donc 
— Tan d T =) 
(2) at)’ r do] do r do. 
do (: ZV ; 
Cy Rg ah rar 
r 7) 


D ailleurs nous avons 
a dr? 
asi Vdr + rd=r v= + de 
= 


ou bien 


dr?\? 
J chet 
ds (- Sy 7B) 
oe dt : ® dr? ar 
r — a 
Teer ae 


formule déja trouvée (n° 155). 


264. Appliquons ce résultat a la spirale logarithmique 


Soient MO =r et MOL = 6 les coordonnées polaires du 
point M. Ona 


22 


é Rderie F eerie dr 
1s == dr rr 16? — 1 2 
ds NV dre re =asy/r +, 
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5 dr 
ou bien, A cause de =m 


ds = rd 6 Vi +m. 


Maintenant on a, en posant 
Yangle OMT =z, 
eae 0 (Be 


Or, dans la spirale logarith- 


\ y : mique, p» étant constant, puis- 
—— ue tangy = —5 Onadr's= dO 
q oe Es es 9 : 
éf 
Par suite 
ds ——— 
=—rVvi-m 
P dt v , 


e 


comme on I’a déja trouvé (n° 257, 2°). 


{. 16 
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Des courbes « double courbure.— Equations de la tangente. — Angles de 
Ja tangente avec les axes de coordonnées. — Plan norma].— Différen- 
tielle @un are de courbe.— Limite du rapport dun are a sa corde, 


EQUATIONS DE LA TANGENTE. 


265. On appelle courbes a double courbure celles dout 
tous les points ne sont pas dans un méme plan. 

Une courbe a double courbure est représentée , comme 
on sait, par deux équations 


(x) Fl Oe sa GO. 
(2) Games, 
qui apparliennent a deux surfaces dont cette courbe est 
Vintersection. 

On choisit ordinairement pour surfaces auxiliaires des 
cylindres paralléles aux axes, et alors la courbe est re- 
présentée par deux équations dont chacune ne renferme 


que deux vari ables. 


266. Pour obtenir les équations de Ja tangente 4 une 


Fig. 91. courbe au point M, nous cher- 

oS aR cherons d’abord les équatious 

(uAfa d'une sécante MM’. Soient x, y, 

| : | z, les coordonnées du point M, 

ie iz —~#e et x+Ax, y+Ay, z+ Az, 

ee Ao ; cellesdu point M’. Les équations 

/ 4B de la sécante MM’ sont 

¥ Sy =k ey Z— a= (XK — +t), | 


X, Y, Z étant les coordonnées couranies. 
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Or, si le point M’ se rapproche indéfiniment du point 


M, la sécante MM’ devient a la limite tangente 4 la courbe 


Z F F Ay “&z@ ; 
au point M, les coefficients anguiaires —, — tendent 
; 2 A Aw 


ZL 
d lz : 
vers et =, et Pon a, pour les équations de la tan- 
dx ax 
gente, s 
dy dz 
— 9 (OK Lim pe taal Ky nee oN 
(2) ta dx \ =)» ‘ a =) 


4 
p : d dz ee if 
Dans ces équations, SJ et — sont les dérivées dey et 
dx lx 


G 


de z par rapport a x; en les divisant membre 4 membre, 
on a pour l'équation de la projection de la tangenie sur 
le plan yz, 

eatay- 


oe dz 


(Z -— z). 

La forme de ces équations montre que la projection de 
la tangente sur chaque plan coordonné est tangente 
a la projection de la courbe sur ce plan, ce qui résulte 
d’ailleurs de ce qu’au moment ott le point M’ se réunit 
au point M, le point P’ se réunit au point P. 


. as ; d dz %, : 
967. Les coefficients différentiels “ et ae obtiennent 
aX J 


par la différentiation des équations (1) ct (2), qui donne 


i dh wd df ‘ de 


dae dy dx ' dx dx 


oO, 


(«) 


de dg dy do dz 
| dx: dy dx dz dz 
je ; dy 
En tirant de ces deux équations les valeurs de rp et de 


es et les substituant dans les équations (a), on aurait 
dx 


les équations de la tangente. Mais il revient au méme 


16:5 
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aa 2 d dz 
@ éliminer a. et 7, entre les quatre équations (a) et (a). 
aL 


Or de (a) on tire 


dy Y—-y dz ZL—z 
— > 


dtu xX Sse EM a Xi 


Substituant ces valeurs dans les équations (%), on a 


enfin 
i d d df 
| Lx 4+ Fi er esr atte 
b) 
de d ake 
| a J+ (¥—y)+ ZF (Z-2)=0. 


On obtient donc les équations de la tangente en rempla- 
cant, dans les équations différentielles , 


les différentielles dv , dy et dz par les différences X— x, 
Y—y, Z—z. 


ANGLES DE LA TANGENTE AVEC LES AXES, 


268. Supposons maintenant que les axes soient rectan- 
gulaires, cl nommons 2, 6 et y les angles formés par la 
tangente avec les trois axes coordonnés Ox, Oy et Oz. 

Dans le trapeze MPP’ M‘, dont les cétés paralléles sont 
MP = z et M’P’= 2+ Az, menons MH paralléle a PP’. 
Soit y' angle MM'H, c’est-a-dire angle que la sécante 
MM! fait avec axe OZ. Le triangle rectangle MM’/H 
donne 
AZ Az 


MM’ Aa? + Ay? + Az? 
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Si test la variable indépendante, on peut écrire 


cos y’ = 


. f . 
Or, quand M’ vient se confondre avec le point M, Ia 
sécanle deyient tangente, 7’ devient y, et l'on a 


dz ae 
dt 
cos = 5 
ada ay? ye dz? 
dt? dt} dt? 
ou bien ) 
y/ dz 
cos =\% 


Vv da? + dy* + dz? 
Si dz est > 0, c’est-a-dire si z croit avee la variable 
. , Tv 5 * 
indépendante ¢, on a cos 7 > o ety << 53 Si au contraire, 
Tw 
dz est <0, on a cos y<CO eyes 


On trouve de méme cos @ et cos (, de sorte qu’en ré- 
sumé, les trois angles cherchés sont donnés par les for- 


mules 
daz 
{f cosa 29 
| V dx? + dy? + dz? 
d , 
) cos 6 = —= J ) 
(e) \ V dx? + dy? + dx* 
dz 
cos y= 


Vidz? + dy? + dz? 


Si V'are infiniment petit MM’ est désigné par ds, on 
aura, comme nous le yerrons bientét (n° 272) , 


a= V da? += dy? + (olgiee 
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et les formules précédentes deviendront 


dx 1 
(d) cosa = cobs, COS4)—— 


PLAN NORMAL. 


269. Le plan normal a \a courbe CM est le plan per- 
pendiculaire 4 la tangente MT, mené par le point M. En 
nommant X, Y,Z les coordonnées courantes , |’équation 


de ce plan sera de la forme 


A(X—#)+ B(Y—y)+C(Z—z)=0. 


Les équations de la tangente MT étant 


dy dz 


¥—y=—(X—2z), Z-—2>—(X—2), 


dx 


pour que le plan soit perpendiculaire A cette droite, il 


faut que l'on ait 


ce qui donne pour Péquation du plan normal 


(e) (X — x) dx + (¥ — y)dy +(Z—z)dz=0. 


270. Voici un autre moyen d’obtenir cette équation. 


Soit N un point quelconque de ce plan, appelons X, 
Y , Zses coordonnées, et a’, 8", y’, les angles que fait MN 
D ’ 27> pres St 


SS avec les axesOx, Oy , Oz, Ona 
Z| 
X—2z 
| Ped a cos a! = 
| ¢ \ M ara MN 
| a N yey 
ri es ~ Qt ne 
git | ay ‘ee MN 
{ a 
A P say! fn 
iy COS y MN 


Sia, 6,7 sont les angles que fait la tangente MT 


i “ey 
avec 
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les axes, on a | formules (d) | 
dx dy dz 


COS a@ == —y cos 6 = —, cosy == = 
ds ; ds Gi ds 


Or, cos TMN = cos« cos «’ + cos 8 cos 6’ + cos 7 cos 7’. 


D'un autre cété, on doit avoir cos TMN = 0, puisque 
Vangle TMN est droit; Péquation du plan normal est 
done 

X—x dx rast kas he ee 
MN ds MN ds ¥] MIN, ods 


ou (X — x) dx +(Y¥ — y) dy+(Z—z)dz=0. 
DIFFERENTIELLE DE LARC D UNE €OURBE A DOUBLE 
COURBURE. 


271. Prenons, d'une maniére arbitraire et en nombre 
quelconque, des pots E, I’,..., M, M’, eic., sur l’are de 


Fig. 93. courbe CMD et considérons 
P p le polygone gauche CEP’... 
hyd MM’... D, inscrit dans l’are 
| c EY | CMD. Je dis que le péri- 
al ‘ 6 {| ge métre de ce polygone tend 
yi , “|| #  * vers une limite déterminée 
Fa ohaneeny it quand ses sommets se rap- 
beh We prochent tous indéfiniment 


Jes uns des anes, en méme temps que leur nombre aug- 
mente jusqu’a Vinfini; aprés Pavoir démontré, nous 
conviendrons de prendre cette limite pour la Latenedr 
de l’are CD. 

Soient done x, y, z les coordonnées de lun quel- 
conque des sommets M, et x+ Ax, y+ Ay, z+4z 
celles du sommet suivant M’; on a 


f - Ay\? ; /d2\) 
MM’ = VAu' -+ Ay? + Az? = Aad/irt ‘) s \ ae 
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Done, si nous désignons par P le périmetre du polygone, 


ona 
ANG he 
p= Dary/r+ (2%) + (3) 


‘ 


‘ : ais Ay Az dy 
Ax décroit jusqu'a o, — et — tendent vers — 
Si jee > Ax Ag dx 


t ee t l’on peut écrire 
et =e n pe 
dz” Rg 


ia y\? ma \* ¢ if dy\? ke 2 
Vor be) ta naan a 


# étant unc fonction qui s’annule avec Ax. De ]a il suit 


_x dy \? dz\? 
p= Sary/1+ (2) 4(Z) + adc. 


Mais, d’aprés un principe démontré (n° 193), on a 


que 


lim WV cAr=o, 


limP = lim ¥ snq/t+ (s\ + (=). 


Supposons maintenant que x soit la variable indépen- 


done 


dy dz : 
dante; alors 7 Ct Zo? Cty par suite, 


GyaNe dz ) 2 
I a ue 
“ie ax ies dx 


pourront ¢étre regardés comme des fonctions de x. Sous 


ce point de vue, considérons, en coordonnées rectangu- 
Jaires, la courbe ef qui a pour équation 


dy \? Za 
ae so a (=) 


VINGT-TROISIEME LEGON. 249 


Soient Og=sa@,.00=307 on.aura 


dy\? 
Daeyi+() Pea Svar. 
ne Or > Y Az a pour limite l’ai- 


‘ie ¥ re efeh: donc la limite de P et 
Vaire efgh s6ut exprimées par le 
méme nombre. C’est ce nombre 
qui représente la longueur de 
Vare CD. 
272. Soit maintenant areCM=s. Si Og =x, on 
aura numériquement 


1 
Se z 


arc CM = aire emqg, 
par conséquent 


% dy \? dz.\* 
sid) o\= ad es een) 
s (aire emqg) be / -- (“Z 4 (=) 


T= Vda? + dy? + dz’. 


ou 


LIMITE DU RAPPORT D UN Anc A SA CORDE. 


273. On conclut facilement de 14, comme nous Il’avons 
déja démontré ae les courbes planes, que Ja limite du 
rapport d’un arc a sa corde est Phe En effet, soit 
Tare MM’= As, on a 

As 
arcMM’ As Ax 


ee ba do iia (2) 2). 


ee) *() 


Ax, 
Mais le numérateur et le dénominateur du dernier membre 


a 2 2 dz \? ; 
ont pour limite commune 1+ ot a > aonec 


i arc MM’ : 
) ati 
in MM’ 
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VINGT-QUATRIEME LECON. 
Des surfaces courbes. — Equation du plan tangent. — Equations de la 
normale. — Degré de léquation du plan tangent.— Problémes relatifs 


au plan tangent,— Suite de la théorie des courbes a double courbure.— 
Plan osculateur.— Angles du plan oseulateur avee les plans coordonnes. 
— Normale principale. 


EQUATION DU PLAN TANGENT. 


274. Soit M (x, ¥, z) un point quelconque d'une sur- 
face représentée par l’équation 


(1) flasy,8)S0: 


on peut, par ce point, imaginer une infinité de courbes 
iracées sur la surface. Toutes les tangentes a ces courbes 
meneées par le point M sont contenues dans un méme plan, 
que nous appellerons le plan tangent de la surface, au 
point M. 

En effet, soit 


(2) g(@) x, 3)=0 


Péquation dune nouvelle surface passant par le point M. 


Fig. 55. Lintersection des surfaces (1) et 


; N 3 » (2) est une courbe CMD, située 
| Nee: sur la surface (1) et dont la tan- 
be an gente MT au point M est, d’a- 
ae fae prés ce que nous avons yu dans 
vam 4 z lalecon précédente, représentée 
P par le systéme des deux équa- 
y/ tions 
" BF pias df df 

(3) 3 (%—2) ow | = Serge (Zz) 0, 

() BR (x—a) tay) + Fi2—2)=p . 
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Or Véquation (3), considérée isolément, représente 
un plan, qui passera toujours par la tangente, quelle 
que soit cette tangente, puisque l’équation de ce plan ne 
dépend nullement dela fonction g. Done toutes les tan- 
gentes menées a la surface, par le point M, sont conte- 
nues dans le plan (3), qui est le plan tangent a la sur- 
face au point M, 7 


EQUATIONS DE LA NORMALE. 


275. On appelle normale a la sufface en M Ja perpen- 
diculaire menée en ce point au plan tangent. Cette droite, 
passant par le point M (2, y, z), aura deux équations de 
la forme 

X—a«c#=a(Z— 2, 
Y—y= b(Z—2z). 


Pour déterminer a et 6, remarquons que cette droite 
est perpendiculaire au plan tangent dont léquation est 


ose) ee (Sher = (2 aha 


a 
dz Ly az 


(a) 
ce qui exige que l’on ait 
7S eI df df 
ge es 
dz dz dy dz 
De la il suit que les équations de la normale sont 
dz 
(6). if if 
(4 G 
OY (6, ee = — (Z—2) 
dz ( yr) ‘ ( }? 
équations que l’on peut mettre sous la forme 
“Kr Yoy Zz 
io er cee 


dx dy dz 
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276. On peut donner a I’équation du plan tangeni et 
a celles de la normale une autre forme. En regardant z 
comme une fonction de x et de_y, appelons p et g les dé- 
rivées particlles de z par rapport a x et ay, c’est-a-dire 
posons 
dz dz 
dx — P> dy aa q- 
En différentiant l’équation 
F(z; Jo z) — 10 


successivement par rapport a x, puis par rapport ay, on 
aura 


df s df df 
d. ae = —dy 1g) =O 
PR a BE Gee Q, aye se a 0; 
dou lon tire 
oe , df . df 
P dz” dz’ ay da 


Alors, équation du plan tangent (a) pourra se mettre 
sous la forme 
p(X—2)+q(Y-—y)—(Z—z)=0, 
ou encore 


(4) Z—z=p(X—2)+q(¥—y), 
ct les équations (6), qui représentent la normale, devien- 
dront par la substitution 


2) X — x 4- p( 


DEGRE DE L'EQUATION DU PLAN TANGENT, PAR RAPPORT 
AUX COORDONNEES DU POINT DE CONTACT. 


277. Nous avons vu que le plan tangent a pour équa- 
tion 
af Beas oie afienray. ae : 


ang “b= na Peele 
ae oR 25 ee Es i i aaa dz 


4 
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Si P'équation de la surface est algébrique et du degré m, 


it eee d, d, E pris 
les dérivées T Gy a sont des fonctions algébriques du 
dx dy dz i i 


degré (m—1). Le premier membre sera donc une fonc- 
tion du degré (mm — 1) des coordonnées du point de con- 
tact. Quant au second membre, il semble étre du degré 
m par rapport a ces coordonnées ; mais on peut Je réduire 
au degré m—1, en tenant compte de l’équation de la 
surface. 


37 
En effet , soit F 

S(4,9,2) = 4+ u4+u,+..., 
u représentant la somme des termes du degré m, u, celle 
des termes du degré m—1, uw, celle des termes du degré 
m— 2, et ainsi de suite : on a 


df = du ag du, ae duty 


dx dz dx dx ee 


df ‘iS du ; dy dit, Me 


dy dy dy * dy 


df du du, di, 
= a= SE Sie 
dz dz dz dz 


En multipliant ces équations respectivement par x, ¥ 
et z, et en ajoutant les résultats, on aura 
d, d d, ‘du du du 
ee ia 


eit Kaya age 


du, dit, du, ) diy du, du, 
ee a e — ge Ook i 
Bs € dz cite dy a dz Ae dx igs ly dz el Bak 


/ 


ou, daprés une propriété des fonctions homogénes 


(n° 169), 


df df df 
- dx ae dy sles dz 


= mu-+ (m—1) uy + (mM — 2) + 


= m (ut my + t+...) — t— 2, — 3... 
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Mais le point (2, y, z) étant sur la surface, on a 
Ubi ean atala 2 a Oe 

done l’équation précédente devient 


df df df 
a Si oti a ay pa Oso 


if 1 (6 - 
Waly ro, fo Bey ayn aS pe ois) Sees 
aps dy dz 


équation qui estdu degré m—1 au plus par rapport aux 
coordonnées du point de contact 


PROBLEMES RELATIFS AU FLAN TANGENT. 


278. Mener par un point (a, b,c) un plan tangent 
a une surface. On aura pour déterminer les coordonnées 
x, 9, 2 du point de contact, les deux équations 


(1) F(%, 7, 220, 
d d d 
(2) afd ee: ee Ft + Bly... 0. 


Comme on a trois inconnues, le probléme est indéter- 
miné, ce qu il était du reste facile de prévoir. L’ensemble 
des équations (1) et (2) représente le lieu des points de 
contact. Les droites qui joignent le point (a, b, c) a ces 
différents points de contact forment un cone circonscrit & 
la surface, dont on obtiendra Péquation en éliminant x, 
y, % entre Iles équations (1), (2) et les suivantes : 
X—a Y—b Z—e 


See — o) 


ea yb se 


— 
(Ss) 
7 


qui représentent Pune quelconque des géuératrices. 
Sila surface proposée est du deuxiéme degré, la courbe 

de contact sera plane, car I’équation (2), qui est satis- 

faite e par les coordonnées des points de contact, est t alors 


du premier degré, et représente un plan. " 
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e 
279. Mener un plan tangent a une surface et paral- 
léle a une droite donnée. Soient 


X= 47Z,. ¥ = 6% 


les équations de la droite donnée : il faut que le plan tan- 
gent transporté a Vorigine, et dont l’équation est alors 
f 


d, Z q, 

Blin, pape 5 

dx dy dz 
contienne la droite , ce qui entraine la relation 
; df df b df 43's 
(4) Sesaady Pos SOR 


e 
Cette équation représente une surface qui passe par tous 


les points de contact, et avec l’équation (1) , elle constitue 
la courbe de contact du cylindre circonscrit. 

Si Péquation (1) est algébrique et du m*”’ degré, Vé- 
quation (4) sera du (m —x)*”* degré. On en conclut que 
la courbe de contact d’un cylindre circonscrit a une sur- 
face du second degré est plane. 

On aura, dans tous les cas, l’équation du cylindre cir- 
conscrit en éliminant x, y, z entre les équations (1), 
(4) et les suivantes : 


X—2r=a(Z—2z), Y—y=d(Z—s), 


qui représentent une droite paralléle a la direction don- 
née et passant par un point de la courbe de contact. 


PLAN OSCULATEUR. 


280. Soit CML une courbe quelconque dans l’espace. 
Soient M et M’ deux points assez rapprochés sur cetic 
courbe. La tangente MT a la courbe au point M et le 
point M’/déterminent un plan. On appelle plan osculaieur 
ce que ce plan devient a Ja limite, quand le point M’ vient 
se confondre avec le point M. 
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On peut encore dire que le plan osculateur au point M 
Fig. 56. estle plan qui passe par le point 


: ay M et par les deux points m et M’ 
Bae 


when hi voisins du point M sur la cour- 

|o/ x be, quand ces deux derniers 

0). ae r points viennent se confondre 

7 avecM.Cette définitions’accorde 
y/ ayee la premiere, puisque la 


la ligne Mm tend a devenir tangente au point M lorsque 
les trois points se rapprochent. 


281. Le plan osculateur de la courbe au point M, dont 
les coordonnées sont x, y, 2, devant passer par ce point 
aura une équation de la forme 


(1) A(X—2#)+B(¥—y)+ C(Z —z)=o0. 


D/ailleurs les équations de la tangente sont 


Comme cette droite doit étre tout entiére dans le plan 
osculateur, on doit avoir, quel que soit X ou (X— 2x), 


dz 
a BS (Xa) 26 (kee 
A(X—a)+ an x)+C— (x els 0 
ou bien 
(3) Adzx + Bdy + Cdz=0. 


Soient maintenant x+Ar, y+ Ay, z+ Az les 
coordonnées du point M': en substituant ces coordon- 
nées dans l’équation (1) 4 Ja place de X, Y, Z, on aura 


(4) AAc+BAy+CAz=0. 


Or on peut considérer x, y, z comme étant des fonc- 
tions d’une certaine variable po a asia gs t, etsiz, €, 
désignent des quantités qui s évanouissent avec er; on 
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2 
aura a, 
- eee Av? — 
os — ——— 
dt Te 2: dt} he 
dy At if d2y, 
Ay =aAt— —— = 4 
y dt sa ree) (2 6). 
a ots Aff d2z 
— == 5 
dt ia) dt? A ’) 


Par suite l’équation (4) devient 
‘5 ee A® (ak 
dt m dt? pe | 
: faa 
vist ; +8) | 
E INGE 
cela ne lee 
( 


ou bien, a cause de |’ équation (3), et en divisant les deux 


membres par — “A, 
2 


az da? dz? : 
a( = +a) +3(S% +6) +¢(5 +7) 0; 


A la limite, ~, 6, y s’évanouissent, et alors, en multi- 
pliant les deux membres par dt’, on a 


(5) A@xtBdad’y+Cd?z=0, 
équation qui, jointe a ’équation (3), servira 4 déterminer 
B eae t : 
les rapports re a Eliminant B entre ces deux équations, 
il vient 
A(dxd*?y — dyd’x) +, C( dzd*y — dyd*z)=0, 
d’ot Von tire 
A dyd’z — dad’y 
C dxd?y —dyd?x 


258 COURS D ANALYSE. 
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B dza* a — dud z 


Cc ip dxd*y — dyd?x 


i’un des coefficients A, B, C étant arbitraire, je prendrai 
C=drdy —dyd’a, 
dot 
= dyd’s — dzd’y, B = dzd?x — drd*z, 

et Pon aura enfin, pour équation du plan osculateur, 

| (dyd?z— dzd*y )(X — az) 
(6) { +. (dzd? a — drd?z)(Y — x) 

+. (dxd*y — dyad’ zx) (Z—2)=0. 


Voici un moyen mnémonique pour retrouver cette 
équation ; on écrit les fractions 


dx dy dz dz 


Shen More’ =3620°. =a 
en 9d te dL Ae clo 


et Von retranche chacune de ces fractions de la préce- 
dente: les numérateurs de ces différences sont respec- 
tivement les coefficients de Z—z, Y—y, X — x. 


ANGLES DU PLAN OSCULATEUR AVEC LES PLANS COORDONNES. 


282. Soient A, wet v les angles que fait avec les axes 
OX, OY, OZ, une perpendiculaire MP au plan oscula- 
teur, angles qui sont respectivement égaux A ceux que ce 
dernier plan forme avec les plans yz, xz et xy.Ona 


‘ ,_4 { Phils ,” 
(a) cos =’ COSY ae cated 


en posant ; 
D? = A’+ B+ C’, - 
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c est-a- dire 
D? = (dyd*z — dzd’ y)*? 4- (dzd?x — dad*z)? 


(m) : rape 
+ (dxrd*y — dyd*x)?. 


‘ 
283. La valeur de D? peut étre mise sous d’autres for- 
mes : en effet, posons, pour abréger, 


oa. a O , Be, 
ai as d?h— Divvnid ai——tor 
on aura - 


D? = ( be’ — eb’)? + (ca'— ae ¥ + (ab! — ba’)?, 
ou 
D? = (a?+ b?-+ ¢*) (a? + b" 4- &?) — (aa' + bb’ + ce')\*, 
Or, en appelant ds la différentielle de l’are qui aboutit au 
point M, ona 


ds? == dx? +- dy? + d® = a+ b?+ ¢, 
ce qui donne, en différentiant par rapport a la variable 
indépendante ¢, et divisant par 2, 
dsd? 5s = drd? x + dyd’?y + dzd?z2= aa’ +- bb! + cc’; 
il vient done 
D? = ds’[(d*x)?+ (d’y)?+ (d’z)?— (27s) }% 


ou enfin 


(72) D= ds (d?x) + (d*y)? + (d’z)?— (d’s)?. 


On peut encore écrire 


D=V(dsd'x — dds)? (dsd? y — dyd’s)*+ (dsd’z — dad's)? 


ce qu'on vérifie en développant, ou bien 


ax\? dy\\? dz? 
aes fe poe 
: ve ag i) 23 f ds 
(P) pape com ds a ds ds 


¢ 


Dans toutes ces expressions la variable indépendante est 


quelconque. 
17.. 


Ff 
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NORMALE PRINCIPALE. 


284. On appelle normale principale celle qui est si- 
tuée dans le plan osculateur. 

Cette droite doit étre perpendiculaire 4 la tangente MT 
et Ala normale MP. Or de Videntité 


dx \? dy\? dz\? 
sees ea (eee reg Hee oi 
ds ds ds | 


(1) a 


on déduit 


D'autre part, Véquation 
A@x+Bd’?y+ Cd’z=0 
peut s écrire ainsi : 


dx 


dy dz 
2 Ad Spd a — 0. 
ds ds 


ds 1 

Les équations (1) et (2) montrent que la droite qui fait 
avec les axes des angles dont les cosinus sont proportion- 
nels a 


est perpendiculaire a la tangente MT et ala normale MP. 
C’est donc la droite cherchée. 

Il résulte de 1a que les équations de la normale prin- 
cipale sont 
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Courbure des lignes dans lVespace.— Cercle osculateur.— Rayon de tor- 
sion ou de seconde courbure.— Application:des théories précédentes a 
Vhélice. —Kquations de Vhélice. r= Tangepte. — Rayon et centre de 
courbure. — Lieu des centres de courbure.& Plan osculateur et angle 
de torsion. 


rd 
‘ 
COURBURE DES LIGNES DANS L ESPACE. 


285. On nomme angle de contingence, pour une courbe 
gauche, comme pour une 
courbe plane, VPangle w 
que font entre elles les deux 
tangentes menées aux extré- 
mités d’un arc MM! = As, 

quidevientinfiniment petit, 
et courbure au point M, la 


° . > 9) ry B 
limite vers laquelle tend le rapport nem quand As dimi- 
Ss: 


E e 5 ri &) 
nue indéfiniment. Cette limite est représentée par 4 


spe ds fg : 
L’inverse de la courbure, ou —, est dit le rayon de cour- 
w 


A 
> 


bure au point M. Nous le désignerons par p. 


286. Pour évaluer » menons par le point O les droites 
ON et ON’ égales a Punité de longueur et respectivement 
paralléles aux tangentes MT et M’'T’. Soient 


dx re dy D dz 


les cosinus des angles que MT ou ON fait avec les axes ou, 
ce qui revient au méme, les coordonnées du point N; 
soienta’, b’, c! les coordonnées du point N’. L’angle NON 
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sera égal ao, et l'on aura 
et aa i eae 
NN’ = 20N sin =» = y(a’— a) + (6 — bP + (ec —e}, 
ou, puisque ON = 1, 
ae ae a 
2sin—o = Aa? +40? + Ack 
2 


En passant a la limite et remplacant le sinus de l’angle 


I a 
—) par cet angle lui-méme, on aura 
2 


wo = Vda? + db? + de’, 


i Oo: Fats da? ee b? Cia : 
as lp Ree ds? Ze : 


on aura donc, en sia a, b, © par leurs valeurs, 


t Ela Ne dy 2 QaZ\ 2 
d— | 4, al 
( ed ki (: ds } “a : i) 
Hash Want ; 


Rance ds / 


dou 


_~ 


quelle que soit la variable indépendante. 


287. A cause de la formule (p) du n° 283, on peut écrire 


En prenant deux des formes que l’on a trouvées pour D 
a Pendroit cité, on a encore 
ds? 
poi Ree oa ESBS 3 LR ee os TS A ey 5 
V(d?x)? + (d? x)? + (d?2)?— (d’s)? 
ds » 


V(dydz — dzd’y)+- (dzd' x — dxd’z\+- (dxd* y — dy dq? x)? 


pi —— 


po 


1 . hi . f “s 
288. La normale principale MN fait avec les axes des 
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angles ¢, m, m dont les cosinus sont proportionnels d 


ax dy dz 
— 1 —_ 
ss ds . ds ds 
a= ds ds” 
on en conelut 
1. > 
7 hi ax. Dee 
fon ds ds ds 
cos 1 = p rae COS m = p ; CON. 


ds ds 


Or les équations de la normale MN sont 


X—2=R cos/, 


Y—y=Rceosm, Z—z—Reosn, 


R étant la distance du point M a un point quelconque 
(X, Y, Z) de cette normale. On pourra donc, en rempla- 
cant cos 2, cos m, cos n par les valeurs que nous venons 


de trouver, mettre ces équations sous la forme suivante : 


a 
{ a) Re Rp ae ioe NP L—2z= KRe——- 


° 


CERCLE OSCULATEUR. 


289. Si par le milieu de la corde MM’ on méne un 


Fig. 58. 


plan perpendiculaire a cette 
corde et qui coupe la normale 


a 
MN au point G, ce point sera le 
centre d’un cercle passant par 
0). les deux points M et M’. Si le 


y 


point M”’ se rapproche du point 
M, le plan NMM’ tendra a se 


confondre avec le plan osculateur TMN, et le cercle de- 
viendra 4 la limite ce qu’on nomme le cercle osculateur 


ala courbe au point M. © 


Je dis que le rayon de ce cercle est égal au rayon de 


ds 
courbure p = —. 
® 
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En effet, Véquation du plan perpendiculaire mené a 
MM’ par son milieu, est 

I I \ 
Ax (X—x—~ar) + hy | ¥ —y —> Ay 

2 / 

1 
+ Az (z—2—zas) Z= (iy 


ou 
I ; = 
(X—«)Ax+(¥—y)Ay + (Z—2z) As = (Axv?+ Ay?+ Az’). 


Si l’on élimine X — x, Y —y , Z — z entre cette équa- 


tion et celles de la normale (a), on aura 


d iB TES d e 
R CaN ue ey I hate Ai? af At) 
ray ees SSN ; : 
p ds stent ds oie ds ? 2, ( “ 4 


mais sil’on regarde x, y et z comme des fonctions de s , 


Oha 


dx 
qx As? ; ds 
Azz As— — +t+als 
ds 2 ds 
ie 
i K y me As ds 8 
sae 3 SEs; a) 9 
y d 2. ds 
dz 
. x dz As? : ds 
‘F Se D FEN ‘ 


a,6, 7 étant des quantités qui s évanouissent avec As. 
yee Substituant ces valeurs dans léquation précédente, et 
supprimant les termes qui contiennent As en facteur, 


termes dont la somme est nulle, on aura 


nds GEN? a hale 


{dx \* dy 
d Bs Ses d ai d ae am 
as 2 sy s 2? = y? +A 2? 
R oo - \ — , —— SS 
e ds + ds / é ds a ds rag SA s?°* u 


Rp 
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et en passant a la limite 


p< 3X tim = I 


ou 
lim R = ¢. 


Ainsi le rayon du cercle osculateur au point M est 
égal au rayon de courbure en ce point. C’est pourquoi 
le point K, limite du point G, sera dit indifléremment 


le centre de courbure ou le centre du cercle osculateur. 
/ 


290. On prouve d’une maniére semblable que V’inter- 
section-de la normale MN avec le plan normal a la courbe 
passant par le point M’ est encore, a la limite, le point K, 
ou le centre de courbure. 4 

En effet, ’équation de ce plan normal est 
dy dy 


oF) east (P40) (Y—y—Ay) 


En remplacant X — x, Y —y, Z— z par leurs valeurs 
tirées des équations (a) de la normale principale, 


/ d 

gee Pics Fpl 

ds ds —R dz 

(a) X—%—RBp—-» Y—y = Rp 9 Z = erg? 
on aura 

d d 

ae i a dF a d az. Be oe ie 

NAS ee 2) ay ECR af \ 6 — +s — 

ds \ds ds ds Nas. ds ds \ds ds 

dx dy dz di: dy dz 

ES UNG — —_— A—-+ AyA — AzAa—: 

eer: aaa ds RE ane ms ge ds Bre ds ae ds 


Cette équation se simplifie beaucoup au moyen des 
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remarques suivantes. D’abord on a 


eS dx dy dy dz _dz 
ie 
ds ds ds air ds ; ds ° 
et il reste, en divisant par As, 

dx dx dy dy dz dz 
d l A Prost A 

ds * ds : d ds ds ds 
ds As ds As ds As 


Daag yay Az dz am) oar iy dy acs 


ae a —- eens —— 
TAS ae AS as Asds As “ds 
Si l’on observe que 


(on EN ELEN C 
pre ie 

ds HB d. 
Sa) Se 2h 


ds / \ ds 


a 


la limite du premier membre sera 


Thee: 

ds ek 
“deal” waft 
* lim R. 
p 


D’ailleurs la limite du second membre est 


On aura done 


ee : 
SlhmR sr “ou lim 


ig 


ce qu il fallait prouver. 


Res; 


291. D’aprés cela, on peut regarder le centre de cour- 


bure au point M-comme étant I’ 


intersection du plan 


osculateur en M, avec les deux plans normaux, menés 


par le point M et par un point infiniment yoisin. 


Pour obtenir les coordonnées £ 


,n et ¢ du centre de 


courbure K, il faudra, dans les équations de la normale 
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remplacer X, Y, Z par &, 1, &. En observant que R de- 


vient alors égal 4 p, ov aura 


dx dy dz 
d — d— d— |: 
Bee Peon, 1—- Y= oe RE CPU 
ds ds : ds 


équations qui donneront ¥, 7 et & en fonction des coor- 
, . f 
données du point M. 


ANGLE DE TORSION. — RAYON DE SECONDE COURBURE. 
s 


. . é . 

292. Soient a, 6, c, les cosinus des angles que fait avec 
les axes la perpendiculaire au plan osculateur en M. Si 
Yon appelle ® langle de ce plan et du plan osculateur 
voisin, on aura, comme au n° 286, , 


She 
2 sin — @ = VAa?+ Ab?+ Ac’. 
2 


Si l’on passe a la limite, et qu’on appelle g ce que de- 
vient ®, c’est-a-dire l’angle de deux plans osculateurs in- 
finiment voisins, on a 


g= Vda’ + db? de 
ou 


9 = V¥(dcosi)?-+ (dcosp)? + (d cosy)’, 


i, p. et v étant les angles que fait avec les axes OX, OY 
et OZ la perpendiculaire au plan osculateur de la courbe 
relatif au point M. On a d ailleurs 

dyd’z — dad’ y 


cos 4 = > 


D 


dzd? a — dxd?z 
COS p. = eat (tee 


dad’ y — dyd’ x 
cosy = 


D 


293. L’angle infiniment petit 9, formé par deux plans 


Hp: Lok. 
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osculateurs successifs, se nomme angle de torsion, et 
Von appelle seconde courbure ou torsion le rapport de 
g ads. Si Von prend ds constant, cette courbure sera 
proportionnelle a langle 9. 

Par analogie avec ce que l’on a fait pour la premiere 


, g es 
courbure, on représente le rapport — par —» de sorte que 
’ P Pps ds P r q 


ds “A 
r= —, et lon appelle r le rayon de la deuxiéme cour- 
9 4 


bure ou rayon de torsion. 


DEFINITION ET EQUATIONS DE L HELICE. 


Fig. 59. , 294. Lorsqu’on enroule le 
plan dun angle cab=a., 
sur uncylindre droit OABL, 
a base circulaire, de ma- 
niére que le cété ab vienne 
s’appliquer exactement sur 
la circonférence AB, la 
courbe suivant laquelles’en- 


roule le cété ac se nomme 


une hélice. 

295. Prenons pour axe des x la droite OA qui passe 
par le point A, origine de Vhélice; pour axe des y une 
perpendiculaire 4 Ox menée dans le plan de la base par 
le centre, et enfin pour axe des z l’axe du cylindre. 


Soient « =O0Q, y= PQ, s = MP les coordonnées du 
point M. Nommons m la tangente de l’angle a, u langle 
AOP et R le rayon du cylindre. Nous aurons 


(a) xo=Reosu, y=o¥Reosu, 2 = mR, 


car 3 = mp = patanga = arc AP X tanga =mRu. 


En éliminant uv entre les équations (@), on aura poar 
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les équations de Vhélice: 
z ee 
x= Rcos—>, y=Rsin-——,; 
mR mR 
t 
mais il vaut mieux conserver les trois équations (a) avec 
la variable auxiliaire w. 


r f 
EQUATIONS DE LA TANGENTE A L HELICE, 


296. Les cosinus des angles que la tangente MT au 


point M(x, y, z) forme avec les axes , sont = Sas gs 
Mais 
dx = —Rsinudu, dy=Rcosudu, dz—=mRdu, 
ds =R Vi-+ m?du; d 
on a donc 
dx _ —sinu dy __—-cosu Ag me 
ere ea 


; dz m 2 
La formule — = ————— = sin « montre que Za tan- 


s Vi-- m 
gente MT fait avec les génératrices un angle constant 
égal au complément de «, et, par suite, que langle 


qu'elle fait avec le plan de la base du cylindre est aussi 
constant et égal a Vangle ae 


dy COS u I 


Ona —= = ; 
dx sin u tang u’ 


ad : : ; : 
Or @ est le coefficient angulaire de la droite PT, et 
C7 4 


tangu est celui de la ligne OP. Done ces deux droites sont 
perpendiculaires entre elles; donc la projection de la tan- 
gente a lhélice sur le plan xy est tangente au point P a 


la base du cylindre. 


RAYON ET CENTRE DE COURBURE. 


297. Le rayon de courbure au point M est donné par 
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ja formule 
: 
re dx\ 2 dy\? dz 2 
a Fs i 
ds ws ds ec ds 
ds ds” ds 


Or, des expressions trouvées au numéro précédent, on 


déduit 


dx ’ dy . dz 
eee 1 — Bees, C= 
: ds ir cos u ‘ ae yy! sin u ds 

ds SRA Tsay, ds R (i+ m?)’ as 


Par conséquent 


I 

p : Sanam: 
cos? uw + sin? u 

R?(1 +m’) 


Ainsi le rayon de courbure a la méme valeur pour 


= R (t+ m?). 


tous les points de Vhélice. 


298. La normale principale 4 Vhélice au point M forme 
avec lesaxes desangles dont les cosinus sont proportionnels 
a a am, jee ou bien a cosu, sin uv et o. Donec cette 

ds ds ds ? 
droite sera paralléle 4 OP, et, par suite, le rayon de cour- 
bure est dirigé suivant le rayon du cylindre. La droite 
MN perpendiculaire a l’axe'et la tangente MT détermi- 
neront le plan osculateur, et'si Von prend NK = m?R, 
K sera le centre de courbure de lhélice pour le point M. 


299. La droite MN, lorsque le point M se meut sur 
Vhélice, décrit une surface conoide appelée hélicoide 
gauche. Le plan NMT esi tangent a cette surface au point 
M, puisqu’il passe par la génératrice rectiligne MN et 
par la tangente M'T a Vhélice placée sur cette surface. 
Pour avoir l’équation de cette surface, if suffit d’ limiiver 
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u entre les équations 
2a mRe- yy = x tang, 


qui représentent la droite MN. On obtient ainsi ‘ 


Comme d’ailleurs le rayon de foarbule a une valeur 
constante, toujours plus grande que le rayon du cylindre, 
il en résulte que de liew des centres g@e courbure de U’hé- 
lice est une autre hélice du mémhe pas, mais située en 
gens inverse. 


PLAN OSCULATEUR. — ANGLE ET RAYON DE TORSION. 
4 
300. On a 
dzx=—Rsinudu, dy =Rcosudu, dz=mRdzu, 
d’?x=—Reosudu’, d?y=—Rsinudu’?, d*z=0. 


On aura par suite 


dxd*y — dy d*x = R’ du’, 
. dad? x — dx d?2=— mR’ cosu du’. 
dy d*z — dzd* y = mB’ sinu du’, 
Alors ’équation du plan osculateur sera, en divisant par» 157, (¢ 
le facteur commun R? du’, 


msinu(X — #)— mcosu(Y —y)+Z—z=0., 


301. Si on appelle ¢ langle de torsion, on sait que 


= v(d cosh)?-+ {dcosp )? + (d cos »)?, 
A, v, v élant les angles que fait avec les axes la perpendi- 
culaire élevée par le point M au plan osculateur. Or on a 


1 Mm COS ub m sinu 
COS Vis se COS cos} = ——— 


Vip me Vi-p me vim 
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d’ot résulte 


m sinudu m cosudu 
dcosy = 0, dcosp = —————» _ dcos\ = ————. 
vt ++ m? vi Sine hie 
Donc 
m?sin?u  m? cos?u mdu 
. o— : + ——_—_—. du = ——__; 
1+ m? I+ m? vi +m 
mdi poses tes m 1 
eet ene? BW Lane dy, ee a i 
ds yvi+ m? . I+m R 


Par conséquent la seconde courbure, aussi bien que la pre- 
=p A ry Sarg he 
miére, est partout la méme dans lhélice. 
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Notions sur les points singuliers des courbes planes. — Points dinflexion. — 
Points multiples. — Points de rebroussement. Points isolés. — Points 
@arrét.— Points anguleux. 


a 


ao? 


POINTS SINGULIERS DES COURBES PLANES. — POINTS 


D INFLEXION. 


302. On appelle points singuliers dune courbe des 
points qni offrent quelque particularité remarquable, in- 
dépendante de la position de la courbe par rapport aux 
axes de coordonnées. Dans ce qui suit, il ne sera ques- 
tion que des courbes planes. 

Ayant déja parlé des points d’inflexion (n° 208) , nous 
allons seulement en donner quelques exemples. 


303. Soit dabord la sinusoide 
Li = sin Me 


Pour x= 0, et en général pour x == mt, m étant 
un nombre enter, on a y = 0; par conséquent, la courbe 
rencontre l’axe des x en une infinité de points que lon 
obtiendra en portant sur axe des x, a partir de Vori- 
gine et dans les deux sens, des longueurs égales 4 la 
demi-circonférence rectifice. La courbe se compose d’unc 
infinité de parties identiques, mais situées alternativement 
au-dessus et au-dessous de l’axe des x. Les ordonnées 
maximums et minimums, égales en valeur absolue, cor- 

3.9 (br 


. Tw 
respondent aux abscisses AG gh gk Pe 


Ii 18 
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De l’équation de la courbe on tire 


Fig. 60. d 
es = cos z, 
y dx 
MK dy 
Zs = — sine. 
ee isa ia =e Siac dx? 
LZ | NEY i VOT: 
be Se La seconde dérivée 
— s'annule et change de 


signe pourx = mr. Par conséquent les points O,N,..., 
ot la courbe rencontre l’axe des x, sont des points d’in- 
flexion, et comme, pour x == mr, la premiere dérivée 
est égale 4 +1, en ces points la tangente a la courbe est 
toujours inclinée de 45° ou de 135° sur l’axe des x. 


304. Soit encore la courbe 


y = tang x. 


Pourx =oet, engénéral, pourx=+ mz, onay=o. La 


Fig. 61. courbe rencontre donc l’axe 
y I des x a Vorigine et en une 
JA ‘ot infinité d’ autres points équi- 
- + Oe - . us 
4 A distants. Pourx =-, y =~ 
{ / i 2 = ? 
/ / 


et sil’on fait «un peu moin- 
dre que “, tang x sera 
q as g 
trés-grande et positive. Si l’abscisse est un peu plus grande 
Tw . , . 
que —» tang x sera trés-grande, mais négative. La courbe 
2 
| j Vé i 
aura donc pour asymptote la droite dont l’équation est 
Tw . aes , x . . 
x == —- On voit dailleurs que la courbe s’étend a Vinfini 
2D; 


des deux cétés de axe des y, et se compose d'un nombre 
illimité de branches identiques. 


Par la différentiation, il vient 


dy 5a ys. S063 oeSUN a 2 sin x 


= = 5) es 9 
dx cos’ dx? cos! x cos’ x 
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etsi lon pose oy 0, ontrouve que tous | ints ot 
pose > = 0, uve que tous les points ou 


ja courbe rencontre l’axe des x sont des points d'inflexion. 


POINTS MULTIPLES. . 
305. On appelle point multiple un point qui est tra- 
versé par plusieurs branches d’une méme courbe. Le ca- 
ractére auquel on reconnait un pareil point est qu'il ad- 
met plusieurs tangentes. Nous omettrons le cas oui ces tan- 
gentes se réunissent en une seule, , 
Voici un exemple assez général, ou y est une fonction 
explicite de x. Soit 
P 
y= 9 (2) (2 —a)(2—4)f, 


£ étant une fraction irréduciible, dont le dénominateur 
: fe 

q est pair: le terme (x —a) (x — 6)" aura deux va- 
leurs réelles et de signes contraires, pour chacune des 
valeurs convenables de x, ce que nous indiquons en fai- 
sant précéder ce terme du signe +. 


On tire de cette équation 


Pour x =a, ona 
v4), Leyte) tle — op. 


Si on suppose a> 4, il y aura deux tangentes dis- 
tinctes: d’ailleurs, 4 des valeurs de x peu différentes 
de a, correspondent deux valeurs réclles et distinctes de 
y, qui se réduisent 4 une seule quand «=a: donc le 
point qui a pour coordonnées x = a, y= 9 (a) est un 
point double. 


18.. 
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Miles v3 {02-98 dy... ea a ae : 
ais sia est <6, 7 sera imaginaire, et ny aura 


pas de tangente en ce point. En effet, pour des valeurs 
de x trés-peu différentes de a, x — b étant négatif, les 
ordonnées correspondantes seront imaginaires; par suite, 
il n’existera pas de point de la courbe dans le voisinage 
du point considéré. Nous reviendrons plus tard sur ce 


genre de points singuliers (n° 311). 


306. Supposons maintenant que l’équation de la courbe 
(1) a Like isso 


ne soit pas résolue par rapporta y. On en tire par la dif- 
férentiation 


' ) df df dy 
2 Be See Re 
dx dy dix 
s , : Yr a me : 
En un point multiple de la courbe, a= doit avoir plu- 
AX 
sieurs valeurs réelles et distinctes: mais Péquation (2) 
; : r cay 
étant du premier degré par rapport a om cela ne peut ar- 
YF 
river qu’autant qu’on aurait a la fois 


df af a 


(3) da. RT dyes 


donc, pour avoir les points multiples, il faudra com- 
mencer par chercher les points dont Jes coordonnées vé- 
rifient les équations-(1) et (3). 

Comme l’équation (2) se réduit alors 4 o =o, elle ne 


a Pe 5 dy 
peut servir a déterminer la valeur de =. Tl faudra re- 


courir a l’équation différentielle 


== O, 


2? af ad Pf fdy\? df dy 
wih ae AC 


abe vdedy dx dy? \dx dy dx 


/ 
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ou, puisque of 
) 5 SES 
? i q dy 0, 
df d?f dy  d?f [dy\? 
(4) a 2 Io Sf “ =i0¢ , 
dy* dxdy dx dy? \adz 
: ; nf yf 
Supposons que les trois coefficients see aT. t Ph 


dx* dx dy & ay? 
ne soient pas tous nuls, et que l’équation (4) donne deux 
dy 
dx 
naitre les directions des tangentes “au point considéré , 
et montreront que deux branches de la courbe s’y traver- 
sent mutuellement: c’est done un point double. 


valeurs réelles et distinctes de —: ces valeurs feront con- 


Mais si trois branches de la courbe étaient venues se 
rencontrer en ce point, il devrait y avoir trois tangentes , 
et comme l’équation (4), qui n’est que du second degré 


Ck : 
par rapport a pp ne peut donner trois valeurs de cette 
AX 


quantité, il faudrait que l’on eat en méme temps 


dfe dap Ss awe 


lax? ‘ 


=O 


== On = 
dx dy ; Cy? 
y , ) p nt 
Les valeurs de oh s obtiendraient ensuite en difléren- 
a 
iant l’équation (4). On voit ‘comment il faudrait opérer 
si un plus grand nombre de branches se rencontraient au 
point (x, 7). 
307. Comme exemple, soit la courbe représentée par 
Péquation 


x? 0? (1 — 27), ourbien yy = thax v1 — 2’. 


Cette courbe est symétrique par rapport a l’axe des x et a 
Paxe des y. Elle coupe l’axe des x a Porigine et aux deux 
points qui ont pour abscisses # == 1 et c=—1. 

En différentiant Péquation de la courbe, on trouve 
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Pour x= 0, les deux valeurs de y se réduisent a une 


Fig. 62. seule qui est 0. D’ailleurs, pour 
a] . 
Sr La” 7 ce point, on a 
Ne WA j 
all Bee ah 
A Sa aa ipo} 
Q ae x 
i 
V/ a Ainsi lorigine est un point dou- 
BZ BS) 


ble. En ce point, les tangentes 
TT’ et SS’ divisent en deux parties égales les angles des 
axes. 

On trouve pour la dérivée seconde 


z(1— sa 


—2.7 Yr—2? 


ay. vi— x ie 
Tee (as Phe aa Wes 
(1— 2’)? 
oy cid ne F ; 
pour x = 0, on a—~ =o: ainsi lorigine est a la fois 
ant 


un point double et un point @inflexion. 


POINTS DE REBROUSSEMENT. 


308. On appelle point de rebroussement un point ou 
deux branches de courbe viennent s’arréter, et ou elles 
ont une tangente commune. II faut, dans ce cas , que deux 
valeurs dey, réelles quand x est supérieure ou inférieure 
a Vabscisse du point, soient imaginaires quand x est in- 
férieure ou supérieure a cette abscisse , et, en outre, que 
deux valeurs de = deviennent égales. 

Le rebroussement est dit de premiére ou de seconde 
espéce, suivant que les deux branches sont de deux cétés 
différents (fig. 64) ou du méme cété de la tangente qui 
leur est commune (fig. 63). D’aprés ce que nous avons 
vu sur la convexité des courbes planes (n° 202), l’es- 
péce du rebroussement se reconnaitra par le signe de 


d’y , : reels 
—— sur les deux branches, prés du point en question. = 
dat 
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309. Ainsi, soit la courbe 
é 
y=9(2)H(z—al b(z), 
g (x)et (x) étant deux fonctions réelles et finies, pour 


des valeurs de x voisines de a; supposons la fraction 


7) ai Re ; ; ; : 
f positive, irréductible et ayant un dénominateur pair. 
cg 


J 


r P 
Alors, pour chaque valeur dex > a, le terme (x—a)1 ¢ (x) 
a deux valeurs réelles égales et de signes contraires, ce 
que nous indiquons par le double stghe +. 

Les deux valeurs de y, réelles et inégales, pour x> a, 
deviennent égales pour x = a, elimaginaires pour x <a. 
Donc les deux branches de la courbe viennent se réunir 
et s’arréler au point qui a pour coordonnées x =a, 
y =9 (4). 

Reste a voir maintenant si, en ce point, les deux bran- 
ches en question ont la méme tangente. Or l’équation de 
la courbe donne ‘ 


dy , P 6 r f 
Pay (2) EE (2 — a)! | Y(t (e— a) ¥ (2) 


SoD ; dy 
Si? est > 1, a la valeur x =a correspondra pour oP 
la valeur unique ¢' (a). Done les deux branches ayant 
méme tangente au point considéré, ce dernier est un 
point de rebroussement. 

Pour s’assurer si le point de rebroussement est de pre- 


d? : 
Z > ce qui 
da? 


miére ou de seconde espéce, on calcule 


donne 


a ee ay P 
Y 


nee é : p 2 
Nous ferons ici deux hypothéses : 1°si l’ona al Fase 
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d*y eke 
on aura pour =a, 7 = o” (a). Ainsi, en admeitant 
Fig. 63. que g”(a) ne soit pas nulle, 
6} /# dy t 
oh —— ale méme signe sur les deux 
pons dx 


ssn branches, et, par conséquent, 
a la courbe offre un rebroussement 


de seconde espéce (fig. 63). 
2°. Si, au contraire, on a BS svot pour une valeur 
fi 
de x trés-peu supérieure a a, le terme 


(2) B (Aa) (e—ayt  y(e) 


PANG. / 
sera trés-grand en valeur absolue, et il n’en serait pas 
ey 
cb brake 


de méme des autres termes de 


qui tous, excepté le 


premier, g” (x), convergent vers o, lorsque x tend vers a. 


eee) 4 ee. “96 
Ainsi le terme (1) donne son signe a jr? et comme ce 
x 


2 


Fiz. 64. : : 
‘8 terme a le double signe, il s’en- 
G . 
/ suitqu’aupoint x=a, y =9 (a), 
cA les deux branches sont situées de 
Le or 


partetd’autre dela tangentecom- 
mune. Dans ce cas, le rebrousse- 
ment est de premiére espéce ( fig. 64). 


310. Soit comme exemple la courbe 


Fig. 65. yee a 
¥ M = 
ou yor (reyz). 


——— ea 


A une valeur positive de x 
correspondent toujours deux va- 
leurs réelles de y qui deviennent 
égales pour = 0. La courbe n'a aucun point du été des 
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abscisses négatives. Du cdté des abscisses positives , elle 
a deux branches qui s’en vont 4 Vinfini, l’une du cété des 
ordonnées positives, autre du céoté des ordonnées néga- 
tives: celle-ci, aprés avoir coupé l’axe des x au point 
dont l’abscisse égale 1. 


Le rapport * a pour limite zéro quand x2 = 0, et lors- 


que x a une trés-petite valeur positive, les deux valeurs 
correspondantes de y sont aussi positives. Done les deux 
branches ont la méme tangente au peint O, et sont si- 
iuées , prés de ce point, du mémeé cété de cette tangente. 
D’ou Von conclut que lorigine est un point de rebrousse- 
ment de la seconde espéce. 

On eee encore a ce résultat au,moyen des valeurs 


de? et act — Ona 
dx 


1 7x2 5 at 
= oa(rtyz)+— ea Bea — 7 Ux, 
dx 2Va 2 

(ae Ore? j= 
OF pa see ape Vz. 

dx 2oxrVa 4 


dy d’y 
Pour x= 0, 0n 4—='0'et ay d’ou résulte en- 


dx (hee 
core que le point O est un point de rebroussement de la 


seconde espece. 


POINTS ISOLES. 


341. On appelle point isolé ou conjugué un point dont 
les coordonnées satisfont a |’équation d’une courbe, sans 
qu’aucune branche de cette. courbe passe par ce point. 

Soit l’équation 


Xx —+(«— a) Ye —4, 


et supposons d’abord a << 6. Pour.xx = 6, ona y = 0, ce 
qui donne un point B situé sur Vaxe des abscisses. 
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Si x croit de 6 Jusqu’a +0, y croit deo ata, 


Fig. 66. et on a une branche telle que 
so 2 

y a MBL. Si Von fait x< b, y est 
we Imaginaire, excepté pour x=a, 

| a car, pour cette valeur de x, 

Th AB — or on 4 hl GO), 
~ AinsilepointA (x==a,y =0) 
eS est un point isolé. 


Si-Pon a a>Jb, la courbe 
n’a plus de point isolé, parce que les deux valeurs de y 

Fig. 67. sont réelles quand x est comprise 
y| K/ entre 5 et a. Pour x=a, les 


/ 


/ 


valeurs de y se réduisent toutes 

lay a ; déux 'X 6. Dee Sa a x= , 
Or oes © y croit jusqu’a Vinfini. 

On voit que, dans ce cas, le 

\ point A est traversé par les deux 


branches BCK, BDL: e’est done 
un point double. 


POINTS D ARRET. 


312. On appelle point d’arrét un point ou une branche 
unique @une courbe vient brusquement s arréter. 
Considérons la courbe qui a pour équation 


wits eh 
Pour x=0, ona y =o; si lon fait croitre x jus- 
Fig. 68. qua +o, y décroit depuis 

y + co jusqu’a +1, ce qui donne 

x une branche asymptote a laxe 

Ses des y, et aladroite dont l’équa- 


| tion), sty it 
i Si maintenant on considere 
| des valeurs négatives dex, ¥a 
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I 
valeur de y sera —») et pour x = 0, on aura y = 0; la 


Ro 
e 


courbe passera donc a l’origine. L’ordonncée augmentera + 
ensuite avec la valeur absolue de x jusqu’a la valeur 
y =1. On aura ainsi une seconde branche de courbe 
asymptote a la droite qui a pour équation y = + 1, et 
eae ae bat etacrs Vorigine ke an des x néga- 
tives. L’origine sera donc un point d’arrét. 


s 


: | eats 
313. Soit encore la courbe y = oe On ne peut pas 
0§ Xx 


donner a x des valeurs négatives, car alors log x serait 
imaginaire. Si l’on donne a x des valeurs positives et trés- 
: ) r x i 5 3 A 
petites, l’ordonnée sera trés-petite et négative, croitra 
en valeur absolue avec x jusqu’a x = 1, et deviendra égale 
a —oo pour x =1. Onauradoncunebranche de courbe (*) 
partant de lorigine, et qui aura pour asymptote du coté 


Fig. 69. des y négatives la droite x= 1. 


yy Si x croit a partirde 1jusqu’ac , 
y devient positive, et cette or- 


“donnée, d’abord trés-grande, dé- 


croit indéfiniment jusqu’a zéro , 
ce qui donne la branche de 


Pils courbe LM. Dans cet exemple , 


Porigine est un point d’arrét. 


POINT SAILLANT OU ANGULEUX. 


314. Soit la courbe 
ey 


eee 


(*) @est par erreur que cette branche a été représentée tangente a Vaxe 
des x, tandis qu’elle deyrait ¢tre tangente a Vaxe des x. 


284 COURS D ANALYSE. 


pour x=o0, on ay=o. Lorigine est un point de la 
I 


be é ay 
courbe. Si maintenant, dans l’expression = a) 


rg 
on faitx=o, onalim2=o. Ainsi la branche OG a 
x 


pour tangente en O Vaxe Ox. 


: : VES Say I 
Diailleurs, si Von fait x= — z, d’oa 2 = ele 2 
x — 
4 
I1+e ~ 
Fig. 70. pour x= —2Z=>—0,0na 
y 
G lim 
—= 1. 
ty z 


0 Leow onisly ole Shs A 
——# Donclabranche OH, située ducé- 


té des abscisses négatives, a pour 


aeeger 
sai or 


A, 


WA tangente au point O la bissec- 
trice OT de langle des axes. 

Un pareil point O, ou viennent se terminer deux bran- 
ches de courbe, qui ont chacune en ce point une tan- 
gente distincte, est dit un point anguleux ou un point 
saillant. 

315. La recherche des points singuliers exige que lon 
examine avec soin la forme de la courbe dans les envi- 
rons du point pour lequel |’expression analytique de a 

aX 
présente une des particularités signalées dans cette le- 


; as AV es d 
con; car il peut se faire quer soil constammentima- 
hte ; ; LY Magician? : 
ginaire pres de ce pom ath que soit réel en ce point, 
5 ? dx ‘ 


Mais cette discussion, dans le cas ou y est une fonction 
implicite de x, nous entrainerait trop loin. 


ee 
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CALCUL INTEGRAL. 


Se 


* —-VINGT-SEPTIEME LECON. 


Définitions et notations. — Integration dune fonction multipliée par une 
constante. — Intégration immédiate de quelques différentielles simples, 
— Intégration d’une somme. — Intégration par parties. — Intégration 
par substitution. i 


DEFINITIONS ET NOTATIONS. 


316. Etant donnée une fonction d'une seule variable, 
on peut toujours la considérer comme la dérivée d’une 
autre fonction inconnue, qui aura pour différentielle la 
fonciion donnée, multipliée par la différenticlle de la va- 
riable indépendante. 

Soit f (x) la fonction donnée; je dis qu’il existe tou- 
jours une fonction qui a pour différentielle f (x) dx. 

En effet, construisons la courbe CMD qui, en coor- 
données rectangulaires, a pour éyuation 


fit Fs 
L’aire de cette courbe comprise entre une ordonnée fixe 
Pig 91: quelconque CA et lordonnée 


MP qui correspond a l’abscisie 
variable x, est une fonction dé- 
terminée de x. Or la différen- 
tielle de cette aire est ydx ou 
f (x) dx; done cette aire est 
une fonction qui a f(x) dx pour diflérentielle, ou f(x) 
pour dérivée. 


317, On appelle integrale de f(x) dx et Von repré- 
sente par f f(x) dx une fonction dont la différentielle 
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est f(a) da. L’opération par laquelle on passe de la dif- 
férentielle d’une fonction a cette fonction, se nomme 
intégration, 

L’intégration et la différentiation sont deux opérations 
inyerses lune de l’autre, de telle sorte que le signe d et 
le signe f se détruisent mutuellement. 

Ainsi on a s 


af f(eypda =f (ade; f dgie\j= ete) 

318. L’intégrale d’une différentielle donnée f(x) dx 
peut avoir une infinité de valeurs, car si l’on a une fonc- 
tion 9(x) dont f(x) dx soit la différentielle, en ajoutant 
a cette fonction une constante arbitraire, on aura une 
nouvelle expression 9 (x) + C qui aura la méme diffé- 
rentielle. Mais il n’y en a pas d’autre, puisque deux 
fonctions ayant la méme diflérentielle ne peuvent différer 
que par une constante. 

Ainsi lintégrale générale de f(x) dx est 


g(x) +, 


C€ étant une constante arbitraire. La figure rend bien 
compte de cette constante arbitraire; car si, au lieu de 
prendre CA pour ordonnée fixe, on prenait C’ A’, on au- 
rait laire C’A'MP qui surpasse CAMP de aire con- 
stante C’ A’ AC. 


INTEGRATION D UNE DIFFERENTIELLE MULTIPLIER PAR UN 


FACTEUR CONSTANT. 


349. On sait qwun facteur constant @ peut étre placé 
en dehors du signe de différentiation ; il en est de méme 
pour lintégration. 

En effet, ona 


dau = adu; 


or [dau Ss Ah, A [aw wag; 
“ “ 
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5 27 
done aan = a | au ou few ==) a [ue ; 
= f 


ou bien, en posant du = f (x) dx, 


fofir appellees to 


INTEGRATION IMMEDIATE DE QUELQUES FONCTIONS 
Bs f 
SIMPLES. 


320. La différentiation des fonctions simples x”, 
, etc., conduit immédiatement a fih certain nombre 
dintégrales que nous réunissons dans le tableau suivant: 


7) ke 


n+1 
eT A Te Oe, + sy [fras- + C, 
td 
(ES SS BBE oiprce He dx = e7 +C, 
a*™ 
A Na ovens cd a Gc 
ee a 
dx ax 
dl x= —9-"5 — =—|7 + € 
ri i x 
Csi COSLAL, 225 f cosear =a Siiwe sets 
d cos#== — sinzd.s,..., [ sinzeae = — cosz + C, 
dx dx 
dtangr— gerry = = tang at C, 
cos? x cos? x 
—<axr dr 
d cot x = ——»-"*9 : = —— COLL +: 
sin? x sin?.x 
a : T 
Si x est moindre que 5: 
: dz dx s 
A abe Sine, = Seen +| ———- = arc sine +-C, 
vi — x? I— 2? 
darc cos 7 = — bans sh = — arccosa4 + C. 
Vi— 2? —- — x? 
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‘ "> ahs 
On a pour la méme intégrale {| ————- deux valeurs 
vi —x 
qui semblent différentes; mais, comme 
. Tv 
arc COS 4 + arc sin r= —-:; 
2 


on voit que les deux intégrales ne different que par une 
constante, 


d : dx dr ; C 
are tang x —= ———>::- ——— — arc tanger ; 
2 raat eal s 1+ 2? le 


321. Dans toutes ces formules , x peut étre la variable 
indépendante ou une fonction quelconque de la variable 
indépendante. Par exemple, si, dans la formule 


“ : n+l 
(1) [ears aay 
rn-+i 


on remplace x par 9 (x), on aura encore 


flew do(x)= lel=)PY Gg 


n+! 


322. La formule (1) devient illusoire quand on y fait 
n == — 1: elle donne alors 


I 
~+C 
i Bey oO 


; ‘ ax , ‘ 
Cela tient ace que | — est égale a la transcendante 
Zz 


: Nn LJ , ee . 
12x, qui ne peut pas étre représentée “par une expression 
algébrique. Cependant un artifice de calcul permet de 


he dite . lx 
déduire de la formule (1) la valeur de {= 
i 


En effet, si, dans cette formule, on retranche du se- 


, I : 
cond membre la quantité constante Pe ce qui n’en 
7 I 


change pas la différentielle, on aura 
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u 


art 


= 1 


cae i) . . < . O 
Or, sil’on fait » = —1, la fraction devient—; 
m+ (9) 


pour avoir sa vraie valeur par la méthode connue, il faut 
prendre la dérivée des deux termes par rapport an, et 
faire m == —1 dans le quotient de ces dérivées, c’est-a- 


art le 


dire dans > ce qui donne lx. On‘a donc 


dx f 
ee Pe == (a 
we 


a ? af 
INTEGRATION D UNE ,SOMME. 


323. Nous avons donné, dans le calcul différentiel, des 
régles pour différentier une somme, un produit de plu- 
sieurs fonctions, une fonction de fonction; on en déduit 
des régles analogues pour le calcul intégral. 

Ainsi, de la formule 


d(u+v—z)=du+ dv — dz, 


on tire, en intégrant les deux membres , 


fautensy= fans far fas 
fUse) + el) —4 (ee 


= fpmacte foterae= face 


Done Vl intégrale d’une somme de fonctions est la somme 


ou 


des intégrales des fonctions qui la composent. 


Par exemple, 


At Bart Cart 
(ieee rte lem = ae ae Ses 


We en oer ak 
, 5 3 
f Ge—be—3248)desat— a 8 eae C, 
{=a 2g. 5 la C. 


I. 19 
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INTEGRATION PAR PARTIES. 


324. Nous avons vu que u et v étant deux fonctions 
quelconques dune méme variable, on avait 


d.uy = udv 4+- edu. 


Done en intégrant, on a 


we fader [odv, 
f ae= w— fed 


Cette méthode d’intégration , par laquelle on raméne la 


ou bien 


recherche d'une intégrale f udv a celle d’une autre in- 


tégrale af vdu, est fréquemment employée. On l'appelle 


intégration par parties, quoiqu il fat peut etre plus cor- 
rect de la nommer intégration par facteurs, puisqu’elle 
est fondée sur la décamposition du produit que l’on veut 
intégrer en deux facteurs. 


EXEMPLES. 1°. fe cos x dz. 


On posera 


» ‘a7 
{ x cos wdx2 == | 2? disin x= 2 sm7 —2, fe sin «dz, 
a « 
[2 sina da == — fo COS @ == — x COS x + f es a dx 


we 


—=—— xrcosx + sinx +(C. 
On aura donc, en substituant cette valeur dans la pre- 


miére égalité, 


[= cosadaz == x’? sina + 22.c0sa — 28iInax == 1G... 


wv 
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On a ’ 
feeds fedeseem fm ede. 


On ramene ainsi l’intégration de x” e* dx a ‘celle de 
x”~* e* dx; on raménera de méme cette derniére a celle 


v 


de x”~* e* dx, et ainsi de suite; en sorte que, si m est 
a ee £ Site ° 
un nombre entier positif, on sera définitivement conduit 


a chercher i e* dx, qui est e* + C, et, par une suite de 
> 
substitutions, on obtiendra l’intégrale demandée. 


En prenant m= 2, on trouverait 


feee= et (x?— 24+2)+C. 


4 
Bo [ieae, 


ix étant le logarithme népérien de x. On trouve 


d. 
eee =a (le—1) +6. 


INTEGRATION PAR SUBSTITUTION. 


325. Quelquefois une fonction différentielle f(x) dx, 
qui n’était pas immédiatement intégrable, le devient par 
un changement de variable. L’intégration est dite alors 
intégration par substitution. 

Ainsi, soit x = 9 (t): ona dx = g'(t) dt, 


ie frees [reo of (¢) de. 


EXEMPLES. 


fo 


1°, | (ax + b)™ dz. 


‘On posera 


au b == ts “dou, dae —> 
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Donec ‘ 


I I gm 
an =— b)\" da = (20h —a =} C 
fi ) sale ‘ am-+t a | 


‘ m--t 
(az Be DY" d= i: (ax + bn ee. 
a m-- 1 


ou 


2°, Plus généralement, si l’on avait A trouver 


[flan b) dx, 
dé 


on poserait Cee be ee Oust =— 
a 


A phage 7 
et alors on serait ramené a — fre dt. 
z 


30 5 x3 dx 
: 3a) + 7 


On se fonde ici, pour le choix de ¢, sur ce que le numé- 
rateur de la fonction différentielle est égal, 4 un facteur 
constant prés, a la différentielle du dénominateur. On 


pose donc 
32+ 7=t; dot a dx —= ~~ dt; 
12 
5 a dx 5 at 5 
d ee StS eS 
eas i 12 ¢ EU deine 
. 5 xwdr Bas St 
ou bien feee5 as Bea nee. 
; dat 
io. eaede 
J Vai 
Posons 


Va+ et, dol @+2=f, xdx—tdt. 
Par suite 


vada 


=e Abt AG 2 2 "gh 
Va? + x? if Vane 
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0°. La méme méthode conduit A Vintégrale fréquem- 


ment employée 
ax 
aia ae x 
f ei Peal gir 


lorsque les deux-facteurs du premier degré dans lesquels 
: L eee sae 
se décompose x* + px + q> sont imaginaires, c’est-a- 
diz d mae Ours dens 
ire quand on a g — qo o. On a identiquement 


297 2 
P+ petg= (248) + (7-2). 


Si l’on pose 


AT Vee 
zx+-=¢ 2% -d ot da = di ae 
2) 7 A fi ts 


Vintégrale cherchée devient 


4 4 


ou bien, en remplacant ¢ par sa valeur en fonction de x, 


I i dt I 
— ——— are tang z, 
f Pp I+? P 
\/ gs C— 


kB 
dx . I 4 2 

(sg ete 
a pox + q Be jo 
aie ee q q 


Ce résultat peut se mettre sous une autre forme. Nom- 
mons a +6 V—1 et « —6¥—1 les racines imagi- 
naires de l’équation 


a? -- px -- g/= 0. 


On a, comme on sait, 
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donc l’intégrale en question pourra s’écrire 


ag ree nL 
wa pe ge fang 


6° f dx é 
, Va— bx? ; 


on 2a 


eG: 


if dz eee: 2. dx 
Vva— bx? Va bx? 
1 —— 
; a 
Soit maintenant 


bc? x Ree Ja a 
oe! dot NSE tax \/ aes 


par suite on a 


/a 
— dt 
dx b dt : 
- ; V : = are sint-+ C, 


Vn bat. va Javlache ved Vics eve 


ou enfin ; 
p D 
AT set Os are sine 4/2 6; 
J Va—bz? vb a 


VINGT-HUITIEME LEGON. 299 


VINGT-HUITIEME LECON 


Integration des fractions rationnelles. — Cas des racines simples. — Cas 
particulier des racines simples imaginaires.— Cas des racines multiples, 
— Cas particulier des racines multiples imaginaires. 


f 


INTEGRATION DES FRACTIONS RATIONNELLES. 


Yd 
f 


326. Soit proposé @intégrer 
Ea) dx 
Pao: 
F (x) et f (x) étant des fonctions algébriques entiéres de x. 
Si le degré de F (x) n’est pas moindre que celui de 
J (x) par rapport ax, on peut diviser F (x) par f(x) jus- 
qu’a ce qu'on parvienne a un reste ¢ (x) d’un degré infe- 
rieur a celui de f(x); appelons Q le quotient, on a 
F(z) oe ee eat! 
J (#) F(a)’ 


Pout ieee =faau+ fle Fa Lee 


el comme on sait obtenir | Qaz , on voit que l'intégra~ 


p(x) dx 
S (2) 


tion demandée est ramence a celle de * > ou o (x r) est 


9 4 ea ° ne . a 5. oe 4 
Wun degré inférieur a celui eet La Ve 


CAS DES RACINES SIMPLES. 


327. Nous allons donc nous occuper de chercher 


soit mle degré de Péquation 


Ff( 2) == By 
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dont nous désignerons les m racines par a, 6, c,..., k. 
Supposons d’abord que ves m racines , réelles ou ima- 
ginaires, soient toutes inégales. Cherchons a déterminer, 


sic’est possible, les coefficients A, B, C,..., K, de ma- 
niere que |’équation 


Ge) eae B K 
) pa ees: pte he eae 


soit vérifiée identi quement. I] faut pour cela et il suflit que 
Yon ait, pour toute valeur de x, 


Sie) J (£) J (2), 
(2) ean ata a Sa Seep Cte: + K oe 
Tous les quotients J(#) > L (=) » elc., sont entiers, et les 
a a BY 0 ed b 


consiantes inconnues A, B, C, etc., sont en nombre égal 
a m; on pourrait donc trouver leurs valeurs en égalant 
les coeflicients des mémes puissances de x dans les deux 
membres ; mais on peut les trouver par un moyen beau- 
coup plus simple et qui a lVavantage de faire voir que 
ces valeurs ne sont ni infinies ni indéterminées. 

Faisons «=a dans !’équation (2); puisque les racines 
Fe) fle) 
& 


? 
—b x—ce 


a,b,c,..., k sont toutes inégales , 


FA? 4 deviendront nuls. Diaillenrs2 devient — = pour 
en ‘ 


x == a; mais sa vraie valeur, d’aprés la régle connue , 
est f"(a). Done 
ee (a} : 

J’ (4) 

Cette valeur de A n’est pas infinie, puisque a étant une 
racine simple de f(x), f’ (a) mest pas nulle; elle est 
en outre différente de o si Pon admet, ce qui est toujours 


@() 


permis, que la UE ee 5 soit irréductible 
Es ; xe 


o(a)=Af’(a), dor 


i a¢ 
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Ainsi, en donnant aux constantes les valeurs finies et 
déterminées 


(ay seabee tee ee oy, i) 
(a) F'(5) 

l'équation (2) est satisfaite pour «2 = a,x=b, ete. Il 
reste a faire voir qu’elle aura lieu pour toute autre valeur 
de x. Or si léquation (2) n’était pas identique, comme 
elle est au plus du degré m —1 par rapport a x, et qu'elle 
est vérifiée pour les m valeurs a, b, c,..., k, elle aurait 
m racines , ce qui est impossible. / 


328. On peut encore parvenir de deux autres ma- 
St (2) 
t—a > 
1°. On a, d’aprés la série de Taylor, 
I(x) Se BA GN ae ON od 


Z—-a x«—a @Z—a 1.2 (2—a) 


nieres a Ja valeur de pour «=a. 


et comme f(x) est un polynéme algébrique, entier par 
rapport 4 x, ce développement est limité; or, puisque 
f (a) =0, il se réduita 


Se) LNG? Sad ae ee 


x“ —a r.2 
et, par conséquent, pour x = a, 


erty 


l— 4 
2°. M étant le coefficient de la plus haute puissance de 


x dans f(x), on a 


AS) (2 —b)(«—c)...(2—4), 


TOD, 


el, par suite, pour x =a, il vient 


tin 22) Se (a Zab \ tam eee am K) f(a )s 


ae 
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329. La transformation (1) étant ainsi opérée, on a 


e(a)dax _ Adx ze Bdx a 
(x) To AS é GOR! 


par conséquent 


. g(x)dx pails es ti} 
) J gp Ae a) + Be — 8) 


On se servira de cette formule quand les racines a, 6, 
C4...) k seront toutes réelles, et que les différences x — a, 
x —b,..., « —k seront toutes positives : mais si x — a, 
par exemple, était négative, il faudrait changer A] (a—a) 
en Al (a—2), ce qui est permis, car ona 

—dzx dx 


die 33) pao Se’ 


A 1(a—a) représenterait dans ce cas une quantité ima- 
ginaire (n° 151). 


CAS PARTICULIER DES RACINES SIMPLES IMAGINAIRES. 


330. Si quelques-unes des racines de l’équation f (x)= o 
étaient imaginaires, la transformation (1) serait encore 
possible, mais le terme correspondant 4 une racine ima- 
ginaire dans la formule (3) se présenterait sous une forme 
imaginaire. I] faut alors opérer de la maniére suivante: 

Considérons deux racines imaginaires conjuguéés , 


ax=a+6V—1i, 2a —6 V1; 
on aura . 

_ 9(@)__e(a+é6y—1) 

Df a) fie eee) 


G et H étant deux fonctions réelles et rationnelles de « 


—G+Hy--1, 


et de 6. En changeant ¥—1 en — /—:, on aura 


(P) 9 EV) 
Cie aOR ane 


B=7 — & V¥—13 
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on a done 


A BO G+Hy—1 G—Hy—1 


ae Bee pete as 6 Ve Bae He G1 


__ 2G(2#—2«)— 2H6 


= 9 


(a2 — a)? + 6? ’ 
donc 
foe As B patie 2G (x2—a) dx 2H6dx 
4 x—aA a x—b Me (2 —a)?+- 6? as (x — a)? 6? 
Or : 


2G(2—a2«) dx 

JE le +, 
> 

Ca ede .* a Za 

lige es: arc ang é ) 


On en conclut que, dans ce cas , 


fies 
2—a xz—b 


L— % 
=GIl{ (x —a)’?+ 6] — 2 Hare tang ( z )+e. 


De cette maniére on aura opéré Vintégration de la 
fraction rationnelle us, si toutes les racines de I’é- 
quation f (x) = o sont inégales. 

dol. Exemp.es. 


(3—2.2) dx (3— 2a) dx 
——~—, ou ——_——\| 


‘ton 
Fe as (# + 1)(a#—2) 
Posons 
San ‘A B 
pepo) ey en at 2 


En substituant suceessivement —1i et + 2a x dans 
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ate) 3 — ona Ae eS SS Par -conse- 
fie) t2— 3 
quent, 
(3—22) dx 5 dx 1 ax 
a —7—2 Ties Gian ay OES 
dou 


ae ae) 4. 4 


Se Se oe B= —; 
eras T' (n) 22° 2a’ 2a 
d’ou 

d 
io ; = ee Ne a) ASG ah Ae 
ex oa 
ou. 


ie. 
[+= 
8, 
{| 
a 
a 
ya 
BITS 
| {+ 
gaya 
a 
OQ 
\ 
ae 
a 
Sen 
oO 
&B)s 
+] | 
Qi a 
"eee ag 


(32+ 7) dx 


a 22?—3x+5 


Comme l’équation 2 2°— 3x-+5=0 n’admet que des 
racines imaginaires, nous allons opérer lintégration 
directe de cette fraction sans la décomposer en la somme 
de deux fractions. 

La dérivée de 2x°—3x2+ 5 est 4x—3: divisant 
32+ 7 par 4. — 3, 0n aura 


Sadmat aN A Recut SF 
f2—3" 4" iG —3) 


et, par suite, 
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dou 

— 3 ( (4e—3)de 347 da 
2e@—3a+5 4 J 22°—32r+5 4 2a? — 3a 45’ 

ou . 

J eree = flor s245)4 9 coe 

Or on a 


34 dx 39 a’ dz 

a ll a aa 

4 2 — 39 5 ake Slee yt 
z) +76 


Cette derniére intégrale est égale (n° 325, 5°) a 


& f2—3. 
NET arc 12s) 31 


on a donc enfin 


(32+ 7)dx 
ae Oe 
=Zl (ae — 3045) + kovahag = eee A 


. iii I 


4°. Plus généralement, si l’expression a intégrer est 


(Mx2+N)dzx 
(aap re” on la mettra sous la forme 
& iv — (OA 
M 2(2— a) dx dx 


a N 
2 ioe yees (Ma ) 


Mais (n° 325), 


{ 2(2—«a) dx aa Senet 


(x —a)y+ 6? 


dx eae 
iGo = pare tang a 


(x@—aP +6? 
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Mz+wN es 
(a— a)?>+ 6? 


N —2 
M il(e—a)?-+ 61] + BEES are tang” 5 


done enfin 


+C. 


CAS DES RACINES MULTIPLES. 


- 4 x\ dx 
332. Dans le cas ot le dénominateur de pie admet 


f(z) 


des facteurs multiples, c’est-a-dire ot l’on a 
f(a)=M(#—a)*(x — b)P (a — ce)... (x — f), 


il est impossible de trouver desvaleurs de A,B, C,..., K, 
capables de vérifier Videntité 


oe) A B 


J ( 


En effet, si lon réduit tous les termes du deuxiéme 


GR ai ee Seay 


membre en une seule fraction, Je dénominateur de ceite 
fraction ne contiendra «2—a qu’a la premiére puis- 
sance, tandis que ce bindme entre a la n*"* puissance 


9(2) 
F(2) 


dans f(x), et que dailleurs la fraction 


est sup- 


posée irréductible, 
Afin done de découvrir le mode de décomposition pro- 
pre a ce cas, supposons d’abord 


HA des) = (a — Tal 


On a, daprés la série de Taylor, 


20) ae Mola ACRE ES TY ede 
(c—ay (w@—alh (@— aly" 1a (e— ay 
* Le 1 o("—1) (a) 
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Ce développement ne s’étend pas plus loin parce que 
o(x), dans le cas on f(x) = (x — a)", est au plus du 


la , | x , 
degré n —1. Il résulte de la que he est décomposable 
x 
en 7 fractions ayant chacune pour numérateur une con- 
stante, et pour dénominateur une puissance de x — a, 
Le probleme est ainsi ramené a intégrer des fractions 
dx Mas 5 f 
de la forme (abet Ceite différentielle pouvant se met- 
t—a 
d(x —a) 


tre sous la forme <<>> 
(@—a) 


on voit que son intégrale est 


I 


(k=) (2 ay 


sih est >1, etl (x—a)sih=1. 


333. Cherchons maintenant 4 opérer une décomposi- 
tion analogue a la précédente, dans le cas général , c’est- 
a-dire quand on a 
f (x) = M (x — a)" (x — 6) (a — c)f...(x — k) = (4 — a)" f(z). 

Soient A, A,, As, As,..., A, 1, 7 coefficients assujettis 
a vérifier Videniité 

é: A A fe A 

o(e) _ penitent qe Mocrg dc 

J (z) (2a (z— ay z—a~ fi{x) 

{ (a) étant un polynéme rationnel et entier par rapport 
a x. Silon multiplie cette équation par f (x) et quel’on 


fasse passer dans le premier membre les termes qui con- 
tiennent A, A,, As,..., An1, 0n devra avoir, pour toute 
valeur de x, 


/ Pita ach) PO 28s 0 oe APNE 9 62 3 
a et lesa aro ot Game oe 
pe See ate: 


Maintenant en développant 9 (x) suivant les puissances 
de x —a, on aura 


(x)= 9(a)+o'(a)(x—a)+! 


é © 
Fa 


304 COURS D ANALYSE. 


On obtiendra pour f(x) un développement analogue; 
mais comme a est une racine multiple de Vordren, f(a), 
f'(a),..., f?~" (a) sont nulles, et Pon a simplement 


(~ — ast poe 


Se Se be 1s a DEE IAS ee n+ 
Ip, ne aa Gee sebeae 


Substituons ces valeurs de 9 (x) et de f(x) dans l’é- 
quation (1) : en ordonnant par rapport aux puissance 
de (x —a), le premier membre deviendra 


9 (”) a 
et eerie enna 
; FO) (a) SF (a) 
+] (0) CE ee earl Samer: 


(CLS aE ag CMe 5 ANlad 


ey £.2.4.(2 + 2) 'T.2... (2-1 Ss he desir 
BAS Gy ne ome s ond a od he abn at aac cod de ear aoe St ane 
(n) a (2n) a (2n—!) (aq 
pt a SOO) gp FOS) Se Mga 
Te2'ss.t2 LD cere 1.2...(22 +1) 
in, ARF EE eB) AONE 8 teh a SIO os Ae cen 3 


Or, comme le second membre est divisible par (« — a)", 
il doit en étre de méme du premier. Il faudra done que 
les coefficients de toutes les puissances de x — a, dans 
le premier membre, jusqu’au coefficient de (x — a)! 
inclusivement, soient nuls. 


b) 


En égalant a zéro ces coefficients, on aura nm équations 
du premier degré, qui donneront pour A, A,, As..., A,_4 
un systéme unique de valeurs finies et déterminées, car les 
dénominateurs des valeurs inconnues sont les différentes 
puissances de f” (a), et par hypothése f” (a) n’est pas 


nulle. 


334. Ayant ainsi mis ie sous la forme 
A DN Wine 
‘es { ae Cpa = - ; ca a 
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on metira de méme sous la forme 
Ji (x) 
B ; B, 


a —_-. es a oe ————aae 
Gs) calih 2 | a Ee taal 6 


Js (x) désignant le quotient de la division de f; (x) par 


(a —b)p. , 


En continuant de la méme manieére% on finira par ob- 


tenir, pour 4 ok le développement 
P f(a) PP 
A A, : An: 
(2—a)"  (# — a) ee 
B GTS anid ot 
antes = Gy (a — by! "ab 
Be eg ee 
(a—c)? (x — ce) xn—C 
+ . eat iuia, a, eeeotw: o (a Wile We een ine eiealiat Wee on arr st c= 
K 
ee PoE 


expression qui, multipliée par dx, sera tres-facile a 
intégrer. 

La décomposition que nous venons d’effectuer ne peut 
se faire que d’une seule maniére; car, si les constantes A,, 
Ay,.-., An relatives ala racine a, par exemple, étaient 
susceptibles de plusieurs valeurs, on devrait les trouver 
en commencant la décomposition par ceite racine. Or 
on n’a trouvé guwune seule valeur pour chacune de 
g(x) 
J (2) 


poser que dune seule maniére en fractions simples de la 


ces constantes. Done la fraction ne peut se décom- 


forme considérée. 


CAS PARTICULIER DES RACINES IMAGINAIRES MULTIPLES. 
330. Si quelques-unes des racines multiples de ?’équa- 
tion f(x) =o étaient imaginaires, le développement 
I 20 
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g (x) 
J (x) 


faire disparaitre en groupant d’une maniére convenable 


de 


renfermerait des imaginaires que Von pourrait 


les termes relatifs aux racines conjuguées; mais il est 
jus 5 
plus simple d’opérer de la maniére suivante. 
Soient « + 8 / — 1 deux racines conjuguées de Péqua- 
tion f(x) = 0, etm leur degré de multiplicité. Posons 


F (2) - [(a ree a “el ‘ [i @r— a)? + 67|"—! 
A,x + B, A a Bee, } (x) 
ten 


* [eH aprepe (aay Fe f(z) 


A, B, Ay, By, ete., sont des constantes qu'il s’agit de dé- 
terminer; (x) une fonction rationnelle et entiere de x, 
et f, (x) le quotient de f(a) divisé par [(2—a)? + 6° |". 
On doit avoir Pidentité 


9g («) — (Ax + B) f(a) — (Aw + B)[(w@— ef + @1 A (2) 
— (Ase + By) (2 — 2)'-+ PA (2) 


© Ol el MO. 18) che gy Swe Nee eeemee woe wi Clase a). Terese eee 


Les constantes A, B, A,, B,, ete., doivent done 
étre choisies de telle sorte, que le premier membre de 
‘cette équation soit divisible par [ (a — a)? +°6?]” 
ou, ce qui revient au méme, de maniére que, pour 
Lox 6 ears ce premier membre devienne nul, ainsi 
que ses n —1 premiéres dérivées. On aura ainsi n équa- 
tions, dont chacune se partagera en deux, car il faudra 
égaler a zéro la partie réelle et la partic imaginaire de 
chaque équation. 

Dans la premiere, tous les termes qui suivent le second 
contenant (2 —«)°+-6° en facteur deviendront nuls pour 


x—=a+6 V¥—t. Cette équation ne contient donc que A 
i ay 
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et B, et comme elle se décompose en deux, on pourra 
ainsi trouver les valeurs de A et B. Quant a la seconde, 
elle ne contiendra que A, B, A,, By, et comme A et B 
sont déja connus, et que cette équation se sépare en deux, 
elle donnera les valeurs de A, et de B,. On obtiendra de 
la méme maniére les autres constantes. 

Ce calcul fait, on opérera ensuite 1a décomposition de 
$ (x) 
Si (2) 
tout ce qui précede, dépendra de Ja nature des facteurs 
bindmes de f; (x). si 


f 


em~7> f 
en différents termes dont la forme, connue d’aprés 


336. Le cas des racines imaginaires multiples conduit 
donc a intégrer des différentielles dela forme 


(Ar +B)dx , 
[(w— ap ey 


n étant un nombre entier et positif. Or on a identiquement 


ee dx A (a — 2) dx (Aa + B) dx 
[(a—«) ((2—ay+ er See ((a— a)? + 6? +6" 


Si l’on pose 
(e—a?+6—r, dot 2(c4-—7)dr=de, 


on a, lorsque n est > 1, 
A(x—a)dz pad. A 
[(ea—a)P +67 Jatt 2a(m—1) a! 


et, lorsque n =1, 


eae = Neal OF. 


(a — a«)?+ 6? 


Reste donc a déterminer 


(Aa + B) dx 
a cee 


20. 
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Pour cela, soit x —a—=62z,d’0u dx =6dz;o0na 


{ (Aa +B) dx ="aao f dz 


[ee antl a)? aia 62} a 62n-1 (1 atlas: ye? 


en sorte qu’on est ramené a trouver 


c'est donc cette derniere intégration qui doit maintenant 
nous occuper. : 


337. On a identiquement 


2" dz ig (69 eae 
ee 2 --—— 
gz hive (Te 22? 


220az 


I 
wes |e 


par conséquent, en intégrant par parties, on a 


et 


i ee z be I fe dz 
(1 atyt (2n—2) (1 = a Speen “al (aoe ze )rt 


Substituant cette valeur dans (1), il vient, en réduisant, 


> idee, z ete dz 
J (1+ 27)" (2m—2) (14+ 2°) In—}D (I aye 


7 
<i dz Fides 
Ainsila recherche de | ———— est ramenée a celle de 
(1 —- Zz iP 


dz ‘ + . ee. 

(ipa de meme cette derniére serait ramenee a 
ome 

v 


dz Jae: ; 
celle de Gey et ainsi de suite, et comme 7 est 


un nombre entier positif, on sera finalement conduit a la 
2 “4G 
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dz 


qui est égale a arc tang x. L’inté- 


a) 
recherche de f 
I 

e 


+ 2? 
dz 
(1-++2°)" 


trouvera ainsi eflectuée. 


(Ac+B)dx 


sef, Dar sulle,’ Gelle de: 2 t= —___ se 
ies (e—aprep * 


gration de 


> 
; dz ‘sh 
338. On peut encore obtenir | ———— dela maniére 
Letra ale 
. f 
suivante. Posons 


F.== are tang Ze 
On a alors 


s* 
dz dz / dt 
Ai > oO - : 
i232) (aaa) (i 4 27h 
or 
I : No dz 
-== cost, d’ot -——— xz -cos”* td; 
I+ 2 (t+ 27)" 


par suite 


a) L jr 
i =| COS?" =* tr, 


On connait différentes maniéres de parvenir a 


ih COs" te: 


une des plus simples consiste a développer cos?”~*t suivant 
les cosinus des multiples de ¢ [n° 136, formules (1) et(2) |. 
On obtient ainsi un développement limité, et dont cha- 
que terme, multiplié par dt, s’intégre trées-facilement. 
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VINGT-NEUVIEME LECON. 


Intégration des fonctions irrationnelles.— Fonctions qui ne contiennent que 
des irrationnelles monémes.— Fonctions qui contiennent un radical du 
second degré.— Intégration des différentielles bindmes.— Cas d’inté- 
grabilité.— Formules de réduction. 


FONCTIONS QUI NE CONTIENNENT QUE DES IRRATIONNELLES 
MONOMES. 
339. Une fonction qui ne contient que des mondmes 


irrationnels est toujours intégrable. Ainsi, supposons 
que l’on veuille obtenir 


eee 


1+ Ve 


ry 


Cette intégrale peut s’écrire 


a 2 
€ fe ae eS 


Lo 
Or, si Von fait 


wre t,) Vow) dei 6¢ de, 
on aura la fraction rationnelle 


(1+ &—¢t')66dt 
L—-@ 


z 


ou 6a (epee eager + : ) 
I+ ?f 


dont Dintégrale est égale a 


3 6 
aie het 4a eo — Be =+-2f —o¢-- Gare tang ¢ + C, 


et il ne reste plus qu’a remplacer ¢ par Vx. : 
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340. On rameéne au cas précédent toute fraction qui 
ne content que des radicaux portant sur un méme bi- 
nome du premier degré. Ainsi , soit 4 chercher 


i [a == v (ax + b) | ag: 


z+ Vax + b 


On posera ax + b=, dot 


iw&— b 66 dt 
CoS ye thee 
a a 


> Vigg + b= ts; 


par suite on n’aura plus qu’a intégrer la fraction ration- 
nelle 

6 #[(e°— 6) + at jade 

w poems (6) Sa Yappe 


FONCTIONS QUL CONTIENNENT UN RADICAL DU SECOND 


DEGRE. 


341. Nous passons maintenant a]intégration des fonc- 
lions qui contiennent la racine carrée dun trindme du 
deuxiéme degré tel que a+ bx + x*: ce trindme peut 
toujours étre ramené a cette forme en faisant sortirdu ra- 
dical le coefficient de x” pris avec le signe+. 

La méthode que l’on emploie consiste a transformer x, 
a+ bx + x* et dx en fonctions rationnelles d’une nou- 
velle variable, de maniére 4 ramener le probleme a Vin- 
tégration d’une fonction rationnelle. 

Supposons d’abord que le terme x”, sous le radical, 
soit précédé du signe -+. On pourrait indifféremment 
poser 


Va pee == 2 ewes 
prenons z — x: en élevant au carré, on aura 


@ 0 ie Zs 
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dou 
za — a 
(1) ag Ee 
Se _ a+bz+2? 
(2) Va-+ be at = 2—2= 
3) dn we (On 22) 22 — (#4) 22 _ (at be +2") 2dz 
( Siskel a, CE aah aa ane rene rT 


La substitution des valeurs (1), (2), (3), dans Ja fone- 
tion donnée, la changera en une fonction rationnelle de z, 
qu il sera dés lors facile @’intégrer. 


342. On peut encore, quand aest > 0, poser 
Va + ba + x? = Va ++ £2; 


en élevant au carré et divisant les deux membres par x, 
on aura 


b+a=22Ya+ x27; 


dou : 
(5) ahha: wicca Wt PEN, 
6) dp ENG bs + Wa) 2 de 


(Lom 27}? 
343. Exemp es. 
Pp 
ty peels the 
Va —+- bx + x? 
Employons la premiére transformation et posons 


Va+ ba -+- 2? = z — &, 


D’aprés les formules (2) et (3), on aura 


dx dz @ ) 
——— SS =a] Some ; 
lpresree Ee 2 
°, ' 
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donc, en remplacant z par sa valeur x+ Va+ br+ 2°, 
on aura 


dz b pe Se Ee esse 
aol Coe 


Quand 6 = 0, cette formule devient: 


d. ee 
f gale tere) +0. 


Va + x 
3° (gv-+h)dx ** 
Va + bx 4- x? 
Il est facile de ramener cette intégrale a la précédente; en 
effet, on a ; 
a b La 
(b+22)dz  \a 07) 


Men ee ee Gale Ga cis ce 


On voit que si le numérateur de la fonction proposée 
REE aoe igre a 5 
etait — + x, on pourrait immédiatement integrer cette 
2 
fonction. Pour cela nous écrirons 


alt Zi go\ 
(gx -+h)dz_ ° marut e “2 ate 


ibe isin waaebe ae > Veapbs ee 


donc 
b 
” (gx + h) dx e(¢+e) 4 (.2) dit 
\aipas -. amie pa 2 = 


ee ob b Sea 
== Va + be+ 2? + () ~=)1 (+24 Vax be +2") = G5 
344, Occupons-nous maintenant de Vintégration de 


f(a, Va+ be — x’) dx. 
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D’abord, si a est > 0, on peut employer la seconde 
transformation. On posera 


Va+ bx — «= Va 22, dou b—a2=22Va SE Ze 


donc 
Fea ¥- 
(1) aa, 
I1+2 
a+ bz—2 Va 
(2) lar tea = Te == <. 
(3) Z 2 (2? Va — bz — Va) dz 
Lx SO 
(1 +3)? 


345. Il existe une troisiéme transformation qui permet 
jul p 
>: , 
d'intégrer 


F(a, Va + bx cE x?) dx 


quand les deux racines du trindme a+ bx + x* sont 
réelles (ce qui comprend le cas ot x* et le terme constant 
sous le radical ont le signe —; car alors les racines doi- 
vent étre réelles, pour que le trinéme ne soit pas con- 
slamment négatif). 

Supposons d’abord que le terme x° sous le radical ait 
le signe + : soiente et 6 les racines réelles de ?équation 


at ber+ ro, 
on aura 


a+ bx + 2°= (r—a)(x—6). 


Posons 


Va + br +x=(x—a)z ou a+bex =f a ee (at — a)? 27, 


il en résulte 


(ae — a) (7 — 6) salle rm )ez? a OU oe, eG (2 — &) oY 
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par conséquent, on a 


6—az? 
(1) Sip. peat 
cages Gras ; 
(2) (ar bate = (9—0)e= (Sa) aa, 
I—Z ) 


—(1— 2) 2azdz+ (6 —dz*)22ds _ 2(6—a)zdz 
(1 —2?)? f (1S) 


(3) ax 


Il faut modifier ces formules, quand le terme x? est 
précédé du signe — : on écrit dans cecas 


a+ be—x?=(x—«a)(6—2z). 
Posons 
Va + bz — x? = (x — aa) 2, 
dou ; 


6 — a= («4 —a) 2’, 


et, par suite, ona 


6+az? 

(4) ha 
———— __ (6—a)z 
(5) Va+ bx — x Sle Cae er ry 


(1+27)2azdz—(6+az2*)azdx — 2(«% —6) zdz 


(6) dz = (1 +27) ey (1+ 27)? 


346, On peut appliquer cette méthode a 
dx 
———— sD. 
Va + ba — x 
mais il est plus simple de ramener cette intégrale a 


On a 
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Soit maintenant 


b b? : b 
= SS a (pe Ee itive eh p=——— 07 a —-s 
2 4 4 


ona 
f dx (ats b—22 * 
SSS SS SS Sane tos = C. 
5) Va+ bx —x? Vie V4a+ 
St a ; 
dx b— 22 
—___—— = arc cos ————_ ++. €. 
bx — x? b 


347. Les méthodes précédentes permettent d’intégrer 
une fonction rationnelle 


fl, Vzta, Va + b) dx, 


qui contient des radicaux du deuxiéme degré portant sur 
deux bindmes différents du premier degré. 
En effet, posons 


a+ 4—Z, 
Ci x 
dou 


r= 2—a, Vatb=VF—a+), db 2 7dz4 


Par suite, f(a, ~x + a, Vx + 6) dx devient une cer- 
9 ) 
taine fonction F (z,V¥z’— a+b) dz, quwil est possible 
d’intégrer daprés les méthodes exposées dans cette Legon. 
INTEGRATION DES DIFFERENTIELLES BINOMES.— CAS 
D INTEGRABILITE. 
348, On appelle différentielles bindmes, celles qui 
sont de la forme 
a” (a + bar \P dx, 


On ne diminue pas la généralité de cette formule, en 
supposant que m et m soient des nombres entiers ; 1 
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2 


Von avait, par exemple, 2° ( goprgaat)’ dx, on ferait 

x= 2°, doudx =6 3° dz, et la question serait ramenée 

a chercher l’intégrale de 6 z° (a + bz*)? dz, différentielle 

dans laquelle les exposants de z, hors de la parenthése’ 
et dans la parenthése , sont des nombres entiers. 


On peut de plus supposer 7 > 0, car‘’si Pon veut in- 
, : a St I 
tégrer 2” (a+ bx")? dx, il suflit de faire x =— pour ra- 
Z 


mener cette intégration 4 celle de z-"~* (a + bz")? dz, 
ou l’exposant de la variable, dans 1g parenthése, est po- 
sitif, 

Quant ap, on doit le supposer fractionnaire. En effet, 
si p étaitun nombre entier positif, on aurait, en dévelop- 
pant (a+ 6x")?, un polynéme enter, ét si p était entier 
et négatif, on aurait une fraction rationnelle; dans ces 
deux cas, l’intégrale s’obtiendra par les procédés qui ont 
été exposés dans les précédentes lecons. 


349. Pour trouver d’autres cas ot la différentielle 
a" (a +- bx”)? dx puisse étre intégrée, posons 


abb2 =z, 


d’ou résulte 


Z—a\7 EPs eat Pas 
a b } 5 Wig = ae (5*) dz. 


ee! =i 
<2 (- =“) 4 dz, 
n 


et lintégration pourra se faire si 


m+ 1 . 
(1) —— = un nombre entier. 
Fe 
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En effet, si la fraction p= 7, en faisant z =v", on 
ie 


sera ramené au cas d'une fonction rationnelle. L’intégra- 
tion sera donc possible. 

On trouve un autre caractere d’intégrabilité, en écri- 
vant la différentielle binéme sous cette forme : 


gee (ge ae baa: 


La condition qui vient d’étre trouvée devient pour cette 
m+np+i 
formule, ee a 
== 7 
mort 


4+-p = un nombre entier, 
72 


(2) 


condition qui pourra étre remplie, quand la premiére ne 
le sera pas. 


Par exemple, pour la différentielle a‘ (a + bat)s dx, 
ona 


4-+1 5 A +1 Ala: 

By Taal ae 3 
et la deuxiéme condition dintégrabilité se trouve seule 
remplie. 


REDUCTION DE L’ EXPOSANT DE X HORS DE LA PARENTHESE. 


350. Comme il n’est pas possible, en général, d’inté- 
grer la diftérentielle binéme x” (a+ bx")? dx, il faut la 
ramener a dautres intégrales plus simples; on y parvient 
au moyen de l’intégration par parties. On a 


‘5 x" (a + bx")? dx = { BP OEE (a--Oa" Pe! dies | udv, 


en posant 


(a + bar)P+' 
P= : 


tb (pba)? 


— ym—n+i 
Snr by ’ 


“* 
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el, par suite, 
; °; 


| | x" (a +- bx) dx 


(2) | 


(a+ bar\P*' = m—n-+1 
nb(p+tr) nb (p +1) 


/e@ 


= arr fam (a te ban )eert dz. 


La nouvelle intégrale contenue dans cétte formule sera 
plus simple que la proposée lorsque m sera positif et >7, 
et que p sera négatif, car alors p++ 1 aura une valeur 
absolue <p. Mais on peut trouver une formule dans la - 
quelle ’'exposant de x hors de la parenthese soit seul di- 
minue. En effet, on a identiquement 

x™—" (at bar PH = 2" (at ba"? (a+ be") 
= ax”™ (a + bx" P+ bu" (a + bar\P.. 


Par conséquent, en intégrant on aura 


P= (a+ ba"\P+' dx = a fan (a+ ba"\Pdx +b [= (a+ bar\r dx. 


Substituant cette valeur dans l’équation («), on aura 


1s (a + ba")? dx 


+1 be 
— yn—r— (@ my ba)rt! pute willis ani af a" (a + bx" dx 
nb(p+1) nb(p+t) 


ey xt d 
5S Spee Fy lias (7) xP dx 
nb (p +1) 


Par suite, en transposant le dernier terme et réduisant, 


fe (a + bx? dx 


am—n+'(a + bart! a(m—n-+1) ‘ 
a eS TE "\P dx, 
b(m + np +1) b(m—+-np+t) (a+bz") Ax 


L’intégration de x” (a+ bx")? dx est ainsi ramenée a 


(A) 


la recherche de 


je 


| BP a OLE ats 


a/ 
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on fera dépendre celle-ci de 


[on (a+ bx" \P dx, 

if 
et ainsi de suite, en sorte que si mest positif et plus grand 
que n, en désignant par in le plus grand multiple de x 
qui soit inférieur am, on sera ramené, apres un nombre 
i de réductions , a Vintégrale 


fen (a zie bx” \P dx. 


Si l'on avait m —in = n— 1, cette derniére intégrale 
pourrait s obtenir immédiatement, car elle deviendrait 


‘) n\p+t 
fen (a+ bx" dx = (kee Noo at 2 =a@ 
nb(p+ 1) 


4 - Gry : : , m+ 
Mais Végalité m—in=n—tr revient a 
~ 7 


c’est-a-dire que la premiere condition d’intégrabilité est 


rao og ED 0 


alors remplie. 
Lorsque mp + +1 == 0, le second membre de (A) 
prend la forme co —o, et cette formule deyient illu- 


; ‘ mtr 
soire. Mais dans ce cas, comme ——— + p est égal a 0, 
? 


c est-a-dire 4 un nombre entier, on retombe dans le se- 
cond cas dintégrabilité, et Vintégrale peut s’obtenir 
directement. 


REDUCTION DE L’EXPOSANT DU BINOME. 


354. Dans la transformation (A) la réduction a porté 
sur l’exposant de x hors de la parenthése, tandis que le 
facteur (a + 5x")? ne changeait pas. On peut maintenant 
au contraire, laissant le facteur x” invariable, ramener 
la recherche de l’intégrale proposée a celle d’une inté- 
grale dans laquelle l’exposant de (a + 6x")’ sera diminué 
(un certain nombre dunités. , # 


VINGT-NEUVIEME LECON. 3ay 


En effet, comme 


el 


2” (a+ bar dx = (a+ ba" \p d 5 
m—-+i 


on aura, en intégrant par parties, 


jee (a+ ba")? dx 
(6) f 


amt b m\p b 
ae (a+ x ) aes pr [ore (at ban dx. 
m-+t m+ iI 


Par cette formule, Vexposant du bindme a+ bx” a 
bien été diminué d’une unité, mais l’exposant de x hors 
de la parenthése a été augmenté de nm unités. Pour réduire 
ce dernier exposant, on change dans |’équation (A) men 
m+n, et pen p—r; il vient F 


eae (a+ bx”\e—' dx 


a1 f a \P ) 
me (4 + bx") oa (m + l)a [ema bar) esas 
b(aptm+t1) b(ap+m--+t), 


par suite, en portant cette valeur dans l’équation (6), 


alee (a a bx" \p dx 


a eh (a+ bx")P npx"' (a+ bar) 
ae TH (m +-1)(m—-+- np +1) 


np(m-+1)a [ am(a + bamyr—' ar, 
b(np+m+1), 


et, en réduisant, 


. i a” (a+ ba" \P da 


hs wm'(a+ barr. anp fre + bn")p-! de. 
ap+-m+t LE Te 


Au moyen de cette formule, on dtera successivement 


de p toutes les unités que contient cet exposant. 


1, 21 
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352. La formule (B) deviendrait illusoire si Von avait 
np+m-—-+ i= oO: 


mais alors on retomberait dans le second cas d’intégrahi- 
lité, et Vintégrale cherchée s’obtiendrait directement. 
En résumé , l’emploi des formules (A) et (B) fera dé- 


pendre Vintégrale ‘fia ™ (a+ bx”)? dx, quand m est >o 
et p > 0, de lintégrale plus simple 


fone fee part dx, 


in étant le plus grand multiple de 7, inférieur 4 m, et k 
la partie entiére de p. 
Par exemple, on raménera Vintégrale 


5 
fe (a+ bz’)? dx 


1 
a fe(a+ bx*)* dx, en la réduisant successivement, 


par la formule (A), aux suivantes : 


f- (a + bx? iy dx, fo (ae b: x)? dx, 


e 


et cette derni¢re, par la formule (B), aux suivantes : 


fe (a+ bx)? az, fe x (a+ ba )? dx 


FORMULES DE REDUCTION DANS LE CAS OU LES EXPOSANTS 


m ET p SONT NEGATIFS. 


353. Quand m et p sont négatifs, les formules (A) et (B) 
ne réduisent plus la différentielle binédme; mais on peut en 
déduire deux nouvelles formules, qui opérent la réduc- 
tion dans ce cas. Occupons-nous d’abord de la réduction 
de l'exposant de x, hors de la parenthése. “ 
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Pour cela, tirons de léquation (A) la valeur de l’in- 


tégrale i x™—" (a+ bx")? dx, ce qui donne 


fer (a ae bax"\P dx 


xP—T+! (aq + ba) b(m+np+r 
= abe Giga) a ) Na EY L ) a™ (at ba\? dz. 
(m—n+1)a (m—n+1)a 
Ensuite changeons m—7n en —m oum en—m-+n: 
nous aurons TW 


f 


fe (a + bax*)P dx = 


b (np +n—m-+t) 
(m—1)a 


yaaa (a ans bar jet 


— (m—i1)a 
tae (a + bx"\P dx. 


Par lemploi répété de cette formule, l’intégrale cher- 
chée pourra étre ramenée a la suivante : 


ah esisi ais (a = bx" \p dz. 


dans laquelle zn représente le plus grand multiple de n 
contenu dans ™. 
Si lon avait 


—m+(i+ti)rn=r—1, 
la derniére intégrale deviendrait 


(a aie bar er 


pet (a+ ba" PP dz = aren TEs 


Mais comme on a 


—m-+ti 


7 


— —i=un nombre entier, 


on retombe dans le premier cas dintégrabilité. 
21... 
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354. Lorsque p est négatif, on tire de la formule (B) 


[> (a+ bar\e—' dx 


= EE RE fon (at ba” \P dx. 
anp anp 


Si Yon change dans ce résultat p — 1 en — p oup en 
—p +1, on aura 


mah (gq +. ba"\—P+! 
f= (a+ bx"\-P Gy Ma aa 


sie mad ots Sey [ 2" (a + bar)-P*! de. 
\ an (p — 1) 


oi 


On voit que, si p est > 1, Pexposant du binome sera 
diminué d’une unité en valeur absolue, en continuant 
la réduction, on finira done par ramener cet exposant a 
étre compris entre 0 et 1. 


Quand p= 1, cette formule devient illusoire, mais 
ce cas est un de ceux ou l'on sait intégrer. 


355. Une ditlérentielle de la forme 
21( ax" + ba’\P dz, 


peut se mettre sous la forme x7’? (a + bx‘~")? dx, et 
Von revient ainsi au cas d'une différentielle binéme. 

356. Les formules précédentes permettent dintégrer la 
différentielle 


qui d’ailleurs tombe toujours dans l'un des deux cas d’in- 
tégrabilité. La formule (A) donne alors 


I— x” UL m 


x” dae mpi vi — x eo m—tI if ne aoe 


Vr—a 


e 
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En faisant successivement m — Mecho Ouguiya ORAS. 


Dax - 
———— = + 1 — 2, 
ViI— x 


CHER Oa Penne La 
= == vr—2@+ | ’ 
Vi— 2? 3 3. I— 2 
2 
wdz saat, Be fe xe dx 
’ = — |b RE cd fe ? 
YI— 2 5 5 Vi— 2 


et en général , si m est un nombre impair, 

2 a dx mmf a"! m —1)a2"-3 2.4...(m—1) | ——; 
——- — I ert EZ: BOS ee ) Ui Ava i 
vi— 2 m (m —2)m Ei da 1 

Si m était un nombre pair, on arriverait 4 la formule 


xa” dx 


1.3.5... (m—1) Ae 
C. 
Ae arc sin £ + 
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TRENTIEME LECON. 


Intégration des fonctions transcendantes. — Fonctions qui se raménent 
aux fonctions algébriques. — Intégrale de z-P dx. — Intégration de 
quelques fonctions exponentielles et trigonométriques. — Intégration 


des produits de sinus ou de cosinus.— Intégration de sin” x cos” «dx. 


FONCTIONS QUI SE RAMENENT AUX FONCTIONS 


ALGEBRIQUES. 


357. On raméne aux fonctions algébriques, par une 
simple substitution , les intégrales qui renferment sous le 


signe ab une fonction algébrique dune transcendante , 


multipliée par la différentielle de cette transcendante : 
telles sont les intégrales 


[feyeae, [Playa de, fre), 


[7 (sins) cosxdx , | F(cos)sinde, 


: dx lx 
J Flare be eine [Flare tanger) 


I—x 


Par exemple, si l’on veut obtenir 


(oe 


beens Chae ; 
on posera lx = z, d’ou —= dz, et, par suite, 
x 


d, la \e# V 
ou forget +e. 


TRENTIEME LEGON. 329 


INTEGRALE DE 2" Pdx. 


358. Cherchons maintenant a intégrer une fonction 
telle que z"Pdx, z étant une fonction transcendante de 
x. Posons, a cet effet, 


dz “dz 
frase, frGeer, if pitas see 


on a, en intégrant par parties, 


fw Pdr = [ 2 aQ =Q2—n { z’—'Qdz, 


frrqas [ean= R2""' —(n— 1) fea, 
feokdas [eds=se~ —— (n—a) f asa +33 


par conséquent, on a 
(A) [2 Pae = Qe a Ret n(n —1)8e—.. 


La loi de ce développement est évidente. On voit que 
si m est un nombre entier positif, et sil’on sait obtenir les 
2 4 re , Py a bio 
intégrales désignées par Q, R, S, etc., on aura ainsi l’in- 


tégrale cherchée ie ZPadsx:. 


359. Exemp es. 


1° fm (hianjtde' 


dz I 
on a PS aS ah 
Z dx 


par conséquent 
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ene hae n(n—1) On 
wits P quant (Ix) ay ae (Ix) se cere (Iz) — 66s 
fe ease Tl Tear) pheed de 20K 


Ti 


aS 


Si, dans cette formule, on pose lx = z, on aura 


ene 7 n (72 —I1 
3” e'™ dz — — Pe a td + n(n —1) CA ean ee =k Ae 
m m m 


2°. f (ore Sine) clan 


Tl faudra faire ici 
2 —are Sidra aE Di——as 


On aura alors 


OS edna, 
d 
IRs sie ttn OY Sy, 
ae 
d. 
S= cay eS = SSS ie 
f I— x 


et ainsi de suite; la substitution de ces valeurs dans la 
formule (A) donnera, en groupant convenablement les 


termes , 
J (are sin x )"dx 


= «[2?—n(n—1)2""* + n(n —1)(n— 2) (rn — 2) ae 
+ V1 — x? [nat — n(n —1)(n — 2) 2*3...), - 


+ C. 
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Lorsque nm est un nombre entier positif, ces deux sé- 
ries se termineront d’elles-mémes. 
Si l'on pose are sinx = z, on aura 


(i w= C0SZ,., dx = co0s.zdz, 


et la formule précédente deviendra ‘ 


f 
sf 2” coszdz 


= sinz[3"— n(n —1)2"? +n(n—1) (2 —2(n—3) 2%...) 
++ cosz{n2"—' — n(n — 1) (n — 2) aye... 

Cette derniére formule est d’ailleurs une conséquence 
dune autre plus générale. On a, en intégrant par parties, 


f Fe) 00s xdx = f(x) sinx — [7 a) sin xan , 
te (x) sin rdxr = — f’ (x) cosx + iE Oe \cosmdx, 
[F7(2) cos zdx = f" (x) sin x — [rr (e)sin nla 


et ainsi de suite; par conséquent 


[ Fler) c08 tr = (fx) =F" (x) F(x). Jsina 
+ [fl (2) —f" (2) +f" (x)... cosz, 


et l’intégrale pourra toujours étre obtenue si f (x) estune 
fonction algébrique et entiére. 


360. Quand n est un nombre négatif ou fractionnaire, 
le développement (A) renferme un nombre infini de ter- 
mes; il faut alors recourir a des artifices pour avoir l’in- 
tégrale. 


ExempLes. 1°. — > 


n étant un nombre entier positif : on a, en intégrant par 
parties , 


edx e I eer 
a — c e 
f ge (m—1)z"' n—1, get 
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Au moyen de cette formule, on fera dépendre lV inégrale 
cherchée de la suivante : 


{* dz 
0: 
z 


qu’on n'a encore pu obtenir qu’au moyen d’une série d’un 
nombre infini de termes. 


La méme formule, dans laquelle on posera z= lx, 


: ‘ ae, dic 
servira a ramener ——a —* 
Chae la s 
2°. e* xdxr ; 
(+ x} 


posons 
i+ + —2Z, dott w= S2—I;5 


Pintégrale proposée devient alors 


Cae (z — t) oe bi nn ae Ce dx 
: cad v2, z* 
I : dz dz 
= a—_-— a = He 
e Zz Zw 


En intégrant par parties, on aura 


el, par suite, 


e xda f ver er (cad 
fre we PEN ieee em tee 


INTEGRATION DE QUELQUES FONCTIONS EXPONENTIELLES 


ET TRIGONOMETRIQUES. 


> ; ¥ 
361. Les intégrales pre cosbxdx et | e sinba dx 
« Py, Sg} 


peuvent étre déterminées 4 la fois au moyen de Pinté- 
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ett 


gration par parties. On a, en observant que e* = d —, 
a 
2 a , 
{1) fe cosbzdz == 66s be —— 4- — fe sin bx da, 
a a 


a a 
f 


ae i ar b 
(2) | e* sin badx = sin bx Sees! fe cos ba: dx. 


De ces deux équations on tire 


fe +0) ae ar e* (acosbx + J sin bx) ve: 
e a -{- tb? 
4 Bn sin bedx = SRD Oey RNAS fap be =v eosha) + C. 
as 6 
362. On peut encore déduire ce résultat de la for- 
mule ; 
oe ts a+b ¥—1 ) a 
fiesta ae 
a+t+byV—1 


en remplacant les exponentielles imaginaires par leurs 
expressions trigonométriques et en séparant ensuite dans 
les deux membres les parties réelles et les parties imagi- 
naires. 

Plus généralement, pour obtenir 


fe e cosbzdz et fe e sin bz dz, 
x 


il suffit de remplacer, dans la seconde formule de la 
page 328, m para+ 6—1, et dégaler séparément les 
parties réeljles et les parties imaginaires des deux mem- 
bres. 

363. On intégre 


J (sinz, cosz) dz ; 


f désignant une fonction rationnelle, en posant 


i 
tang —2 == 2. 
-D, 


“a 
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Ul en résulte 


; ae | I 22 
sIn 4 = 2 sin — x cos— 4 = —— » 
z 2 I+ 2 
He aE I—2° 
cosx = cos? x — sin? —- x = ———_- 
2 1+ 2? 
2dz 
—— 
I+ 27 


— 2 d 
d’ot F(sinee, cos) de =/( ae Tape =) a 


cee Siete ay Vest nc 2, 
It? I1+27 la 
fonction rationnelle par rapport a z. 


364. Voici quelques fonctions trigonométriques qui se 
présentent souvent dans les caleuls et dont l’intégration 
s’obtient avec facilité. 


x : E ‘ sin?2 
Tee sinz cos.vdzx = | sinad sinx = +C. 
2 


On peut aussi écrire 


‘ I ; I : 
sing cosadx=—=— { sin2adr=-— | sin2axd(22). 
2 4 


Donec 


A I 
[sina cos .xrdx = — i cos2.7x+C. 


I est aisé de s’assurer que ces deux expressions de la 
méme intégrale ne différent que par une constante. 


d 2 
an f vans, vdx = {= ee —lcosx+ C, 
cos.r 


ou 


f tangerde =I = + CG. 
cos x7 


: S10 2 ! 
3°, cote =|(S z = lsina ==: 
sin.x 
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® dx 
: dx cose “d tang x 
4. | ——— = —— = | ——"— = I tang x +. 
sin © COs2: sin x tang x 
cOoszx 


i 
I 
= = | tane—x Ce 
sin x ty I Po, a 
sin — 2 cos — 2x 
2 2 


dx T { 
6°. SS = Ol hen, Le i 
f= rane (3 a ) fire 


Cette intégrale se déduit de la précédente en remplacant x 


Tt 
ar —— x. 
golem ; 


I 
vee [aeviren= f2a(- e) Yasin z 
2 
if 
= — 2/2 cos—r+C. 
2 
On trouvera de la méme maniére 


| eeVir cose = 2 Vasing a+ © 


dx 
8°. ST ee ee Ld 
asnx + bcosx 
On pourrait ici employer la méthode générale (n° 363) ; 
mais il vaut mieux écrire 


dx - I dx 
homme bcosz Ja? + be _asing si b cosx 
Vato a+b 


Sil’on pose _* _ = cosk, d’ou - = sink, 
ve+o * Va? + b 


on. aura 


it dx I dx 
asin + bcosx — TT ae + b?.) sinfa+ ky’ 


334 COURS D ANALYSE. 


ou. bien 

ax 1 z+ 
= ——— I tang 

asine + boosx a7 pb? 2 


3 dx 
a asing + bcosx +c 


il faut employer, dans cecas, laméthode générale (n° 363), 


i 
+ C. 


I thd ae 
et poser tang - x =z: on est alors conduit a intégrer la 


fraction rationnelle 
2dz 
2az-+ b6(1— 2) + e(1+ zy’ 


ce qui donne, suivant les cas, 


— $)tane+ x7 
——_—* ____ are tang a hice ae 
ve— bt a Vor — (PCr 
ou 
1 (e — 6) tangt 2 +a— a+ Sener e 


Va+ b—c (c—b) tangte tat Va+r+o—e 
INTEGRATION DES PRODUITS DE SINUS ET DE COSINUS. 


365. Soit proposé de trouver 
| sin(ax + 6)sin( a’ «+ 0b’) dz. 


On a, d’aprés une formule connue, 


‘sin(ax + b)sin(a’« + 6’) 
__ cos[(a—a’')x+b sails cos[(a + a’)x+ b+ 6’) 


=) 3 


2, 2 
d’ou 
fs (ax + 6)sin(a’ a +b’) dx 


sin | (age) eb OS te ene ee el 
= ——S— ttl 
alas ay a(a +a’) 
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Cette formule devient illusoire sia = a'; mais, dans 
ce cas, le terme 


MME le a 
2 
Peay bb" a, ‘ anh? 
se réduita 8 =") dx, dontl intégraleest——— a a 


f 
En général, il sera toujours possible dintégrer un 
produit d’autant de sinus et de cosinus que l’on voudra, 
lorsque les arcs se présenteront sous la forme ax-+-b, 
puisqu’on saura toujours iransformer ce produit en une 
somme de sinus ou de cosinus. 


‘ 
366. On peut, par ce moyen, déterminer 
; 


sian 2a et J costae, 


quand 7 est un nombre entier positif; mais il vaut mieux 
développer sin” x et cos”x en fonction des sinus et cosinus 
des multiples de x. Ainsi, par exemple, comme 


sin’ x = — (sin5.x — 5 sin3.x + 10 sinz), 
I 
ona 
: I I by 
Sin’ aar == | cosou-- = c0so a — 10 cosz| -- C.. 
16 5 3 


INTEGRATION DES DIFFERENTIELLES DE LA FORME 


. @ 
Sini7x COS Oa. 


367, Si Pon pose sinx =z, d’ou 
4 = 
cosz—=(1— 27)’ et dx —dz(1— 2’) ’, 
on a 


n—I 


a 9 2 
sin” x cos” dx = 2"(1— 2°) dz, 


d’ot Von voit que si 7 est un nombre entier impair, po-~ 
sitif ou négatif, on pourra intégrer, quel que soit m. On 
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verra de méme, en faisant cos «=z, que Vintégration 
pourra se faire, quand m sera un nombre entier impair, 
positif ou négatif. 

Dans tous les cas, quels que soient m et 7, on peut 
ramener cette intégrale a d’autres intégrales plus simples 
au moyen de l’intégration par parties. On a, en effet, 


f sin” x cos” 2dx = a cos"! x sin” « cos xdx 


Vanes ; Siu se 
= f cos sesin wad (sing) == f cos xd ——_—_— 


mt 


et par conséquent 


a7 
| sin” x cos” «da 
= 


(6) sin!’ ¢ 72 — i 
as COS Gin ape 


aitr = cares i sin! tr COstac vada 
On pourra employer cette formule lorsque m sera né- 
gatif, parce qualors m-+ 2 aura une valeur absolue 
moindre que m. Mais on peut obtenir une formule dans 
laquelle l’exposant m seul sera diminué de deux unités. 
Pour cela, observons que l’on a 
sin’: cos"? aie sin” 2 (i — costa cos", 
ou 
sin®+? 2 cos*~* 2 == sin” & Cos"*7 —= SIN" COS" 2; 
Vou 


> 
i sin”’*? x cos? xdx = sin” x cos” vdx 


— i sin” x cos" «dx. 


Substituant cette valeur dans la relation ((), il vient 


Vsin®™t! x 


ip sin”.x cos?.xdx —= cos’! ax 


rn—I 3 ( 
= sin” xz cos’? adx — 
770 Ns 


m-A-I 
ey , j e) 
sin” xz cos” ad | » 
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eu bien, en réduisant, 


Re sin" x cos" xda* 
(B) 


sin”*'! x cos? x 7 ; 
aS 4 sin” x cos” x4dz. 
mtn m+n 


iy 


Ainsi f sin” xcos"xdxestramenéea f sin"x cos"? xdx. 


On rameénerait de méme cette derniére intégrale a 


la) 


| sin” cos” xdx , et ainsi de suite ;,en sorte. que si 7 est 
x / 


un nombre entier positif, on sera conduit a l'une des deux 
intégrales ib sin” xdx, ou ae sin” cos xdx , suivant que 7 


est pair ou impair, intégrales qu’on sait obtenir quand 
m est un nombre entier positif. En effet, nous avons in- 


diqué plus haut (n° 366) le moyen d’obtenir | sin” xdx, 


et d'un autre cété on a 


: z i sin”*! x 
sin” x cosadx = sn rd sine = — 1 C 
m-+i 


368. La formule (B) devient illusoire quand m = — n; 
mais, dans ce cas, la formule (3) donne 


tane”*'! x 
tang” 2dx = pert elas tang”? adr. 
m +I 3 


Changeons maintenant m+ 2 en moumenm— 2, el 


résolvons par rapport a ‘i tang” xdx: il vient 


tang”! x 
(C) ff tang edie iE fang tax, 
sal 


Cette formule sert a réduire l’exposant de tang x, et con~ 
duit, selon que m est pair ou impair, a 


[aae+e, ou a f tangade = — loose + 6. 


369. La formule (B) fait porter la réduction sur l’ex~ 
if: 22 
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posant de cos x. Mais on peut en obienir une autre qui 
, . ? . Tw 
réduise |’exposant de sin x en remplacant x par — — x, 
3 2 


m par n et par m dans la formule (B), ce qui donne 


| sin”. x cos” cdx 


sin™—'z cos?t'¢ 7% : 
—— ean Es + rie sin”—?.x cos” xdz. 
m n m n 


(D) 


Cette formule servira a réduire l’exposant de sin x lorsque 
msera positif. Sim est un nombre entier pair, ona vu qu’ au 
moyen de la formule (B), on ramenait lintégrale pro- 


posée a lintégrale | sin" xrdx. Maintenant au moyen 
de la formule (D), on la raménera, si m estimpair, a 


Vintégrale { sin xdxz = — cos x + C, et sim est pair, 


a Vintégrale | dx = x + C. Donc lorsque m et n seront 
entiers et positifs, il sera toujours possible de trouver 
Vintégrale 


f sin”.x cos” 2rdx. 
“ 

370. Les formules que nous venons d’obtenir ne pour- 
raient ¢tre employées dans le cas ot l'un des exposants m 
et 72, ou tous les deux, seraient négatifs. Mais on peut en 
déduire (autres, qui permettent de faire les réductions 
dans ces derniers cas. 

Supposons m négatif, nv étant positif ou négatif; en rem- 
placgant m par ——m-+ 2, dans la formule (D), et en ré- 
solvant par rapport a lintégrale qui est dans le second 


membre, on aura 
cos" dic cos?! x mtn—2 ( costx 
(Ee ee te ee 
sin™x = (m —t) sin"! m—t » SUNIL ae 


Vintégrale proposée se raménera donc a cos" xdx ou a 


cas” x . : f ‘ a 

: aes suivant que 77 scra pair ou impair, - “¥ 
sine : 

e 
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371. On déduit de la formule (D), en supposant n =o, 


sin”—'x cosxr = m—t ig 
+ sin” .7dx 5 ‘ 


F in” 2dz—= — 
(F) | sin" xrdz re a 


et, par conséquent , si m est pair, 


z2— 


: cosz [ . n : 
sin” xdx = — Sin "as 4" Fin ae 
™m ™m 2 


(m —1) (m — 3) (m—1)(m— 3).. 


G é 
Rees 
m—1)(m—3)...3.1 & 
tn a) tn EMOTES wae 


et si mest impair, 


e 
7a 


é m : : 
sin”?! at sin”™—3 xr he cane 
i= 2 


/ Dee Ne Msgs 
f) fim eens: ig (m—1)(m—3)...2 
nc Ee ea 


On obtiendra de la méme maniére 


eo 
| COS? eats 


Py, 


22.. 


3 
m—sS 
EDS oI eE = TERY SRS AE 
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TRENTE ET UNIEME LECON. 


Des intégrales définies.— Définitions et notations. — Signification géomé+ 
trique.— Exemples d’intégrales définies. — Des intégrales considérées 


comme limites de sommes.— Remarques diverses. — Nouyelle démons~ 
tration de la série de Taylor. 


DEFINITIONS ET NOTATIONS. 


372. 9(x) étant une fonction de x, dont la différen- 
tielle est f(x) dx, ona 


[fe dx =9(r)+C; 


p(x) + Cest nommée lintégrale indefinie de la fone- 
tion diflérentielle. Ordinairement on fixe la valeur de 
la constante indéterminée C d’aprés la condition que 
VPintégrale devienne nulle pour une valeur particuliére a, 
attribuée a x. Dans cette hypothese , 


eS p (a) et [ F(x) ax — p (a) —o(a). 


Il reste encore dans cette expression une indéterminée <x ; 
mais si l’on donne a x une valeur particuliére 6, Vinté- 
grale, qui devient o(6)—9 (a), est complétement déter-. 


b 
minée. On la represente par la notation Di (x) dx, et 
a 
1 doy ay i ae S orpal 5 7 ry si Wad 
on la désigne sous le nom d’intégrale deéfinie , prise entre 


les limites a et b, ou depuis x = a jusqu’a x = b. 


On a donc 
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Ainsi la valeur de Vintégrale définie s’obtiendra en fai- 
sant dans l’intégrale indéfinie x = a, puis x = d, et re- 
tranchant le premier résultat du second. 


¢ 
SIGNIFICATION GEOMETRIQUE DE L INTEGRALE DEFINIE. 


373. SoitCMDla courbe dont!’équation en coordonnées 
rectangulaires est y = f(x). On a vu'que f(x) dx était 
la différentielle de P aire d’un segment terminé a une or- 


donnée variable: {F(2) dx est done y d’une maniére gé- 


Fig. 72. nérale, l’aire comprise entre la 
y| vw >. ~— courbe, l’axe des abscisses et 
| | deux ordonnées quelconques. 
|| Mais si la constante arbitraire. 


| 

ie est déterminée d’apres la condi- 

| ~ tion que lintégrale ou Vaire soit 
nulle pour x =OA =a, OP=x 

étant l’abscisse d’un point quelconque de la courbe, la 

valeur de l’intégrale pour cette valeur de x sera la surface 

ACMP. Par conséquent, sil’on y fait x= OB=4, la va- 


. - , 7 y 2 s 
leur de l’intégrale représentée, comme nous Vavons dit 


plus haut, par 
b 
yf f (x rar 


sera la surface CABD, comprise entre la courbe, l’axe 
Ox et les deux ordonnées déterminées AC et BD. 


EXEMPLES D INTEGRALES DEFINIES. 


I nd I 
be Be OS oy 


2°. Klehr Peer eels’ 


> sl m-+ 1 est positif. 


I 
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2 1 5 2 
[reese (ae tang 75 — ave tang a) 


—= arc tang 


vig 


3 
1o-+ 14 


A Gh: I x 
AY {stare tang—-+ C, 
e+ x a a 
Leadz I : T 
——— = -—arctangi = =: 
e+ x a 2 ha 
ele: ; _ ie dx: T 
bes ———— = arcsinx +C, SS 
a0 2 2. 
J Vi—z dee 
Tw 
i fs stu Te 3. One = re 
' Silt ee aa = : 
n DSi Ot 62 a ees 


Cette derniere intégrale se déduit de la formule (G) du 
n° 374, dont tous les termes, 4 Vexception du dernier, 
s'annulent aux deux limites. 


INTEGRALES DEFINIES CONSIDEREES COMME LIMITES DE 


SOMMES. 
375. Dans ce qui précéde, on suppose f(x) finie et 
continue depuis «=a jusqu’a x = b. Nous allons dé- 
b 
montrer que, dans ce cas, /’intégrale dépinie | f(x) dx 
‘ a 


est la limite de la somme des valeurs infiniment petites 
de la différenticlle f ( x) dx, lorsque x varie, par degxes 
insensibles , depuis a jusqua b. 
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Supposons, pour fixer les idées, a< 6, ct admettons 
Fig. 73. 


que f (x) aille constamment en 
croissant depuis f(a) jusqu’a 
f (8). Considérons la courbe 
CMD dont l’équation, en coor- 
données rectangulaires, est 


yA f (x). 


Soient OA — a, OB ta Bs OP 3 #aMP = V> PPieg Ax. 

On a vu, dans le calcul différentiel, que l’aire CADB 
était égale a la limite de la somme d'une infinité de rec- 
tangles tels que MPP’M’. Or on a MM’P/P=f (x) Ax: 
donc, si l’on désigne par Xf (x) Ax la somme de tous 
ces rectangles, on aura ; 


b 
aire CABD = [re dx lm Sf () Aa 22> WN) aie 


ce qu il s’agissait de démontrer. 

On peut encore démontrer ce théoreme d’une maniere 
purement analytique. En effet, soit 9 (a) une quelconque 
des intégrales de f(x) dx, en sorteque f(x) = 9’ (x): 
on aura 

g(x + Ax) —9 (x) =[9' (x) +4] Aza, 


(1) by (2) =[la) +a] de, 


@ étant une fonction de x qui s’annule en méme temps 
que Ax. Or, si l’on fait varier x par degrés quelconques 
égaux ou inégaux, mais de plus en plus rapprochés , de- 
puis «=a jusqu’a « = b, on obtiendra, pour chaque va- 
leur attribuée a x, une équation analogue a I’ équation (1) : 
en ajoutant toutes ces équations, on aura dans le premier 
membre la somme des valeurs de Ag (x), c’est-a-dire Vac- 


croissement total de 9 (x) ou 9 (6) — 9 (a); il viendra donc 


(2) e(6)—9(a)= VS(z)sc+yYaae. 
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Mais, d’aprés un théoréme démontré (n° 169), on a 
lim »S St = OF 
Donc l’équation (2) devient, en passant a la limite, 
»»b 
9(b)— 9(a)= 5 St (a) dz =lim } f(z) a2= DSF (@) ax 


Ainsi l’intégrale définie est la limite vers laquelle tend 
la somme des produits tels que f(x) Ax quand x varie 
par degrés de plus en plus rapprochés , depuis a jusqu’a 6; 
ou, sous une forme plus abrégée, lintégrale est la somme 
des valeurs infiniment petiies de la différentielle. 

C’est a cause de cette propriété que l’on désigne les in- 


tégrales par le signe [> lettre initiale du mot somme. 


REMARQUES DIVERSES SUR LES INTEGRALES DEFINIES. 


376. Dans la formule 


b 
[4 dx = 9(b)—9(a), 


a peut étre plus petit ou plus grand que 6. Ordinaire- 
ment on fait en sorte que a soit inférieur a 6. Or, quand 
il n’en est pas ainsi, on raméne aisément ce cas au pre~ 
mier. En eflet, on a 


ab 


| SJ (x) da = 9(b) — 9(a), 


wa 


Jb 


d’ou i résulte que 


b 
fe F(x) dx = — S (2) dx. Sg 
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rare 

Ainsi on peut intervertir ordre des limites d'une 
intégrale définie, pourvu que l’on change le signe du 
résultat. 


377. Si c est une valeur de x comprise entre a et b, 
on aura 


b c 7? 
J feide=o() 010), [Fe de=9)—ola), 


L 
f Felder =9(0) + #05 
done 


b %C b 
f S@de aT fads +f SF (a) dx. 


On peut encore démontrer cetie formule en s’appuyant 
sur le théoréme du n° 375, ou bien en remontant a l’in- 
terprétation géométrique des intégrales définies. 

On démontrerait de méme que 


i fos a= [) Side ip Slelde+ of “fla) dae fs Fish 


et ainsi de suite. 


378. Quand on ne sait pas intégrer une différentielle 
donnée f(x) dx, on peut souvent parvenir a deux limites 


b 
qui comprennent Vintégrale définie uf Ff (a) dx. Pour 


a 
cela, soit Y(x) une fonction de x telle, que l'on ait 
b (x) << f(a) pour toutes les valeurs de x , depuis a jus- 
qu’a b. Je dis qu’on a V’inégalité 


b b 
is F(x) dz > J ) (a) dx. 
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La considération des courbes le démontre d’abord 
Pe Bi tres-simplement. En effet, soient 
CMD et C! M’D’ les courbes dont 
les équationssontrespectivement 
Yash (ce); y= (2); commede 
= OA ia i 2 = OB= b, 


| on a SF (2) > ¥ (2); 


la courbe C’ M’ D’ sera au-dessous de la courbe CMD entre 
les ordonnées CA et BD. Par conséquent on aura 


aire CABD > aire C’ A’ B/D’, 
ou 


(1) f(x) de> | Y(x)dz. 


Autrement: puisque f (x) — { (x) est > 0, pour toutes 
les valeurs de x, depuis «=a jusqu’a x = b, Vintégrale 


[ [f (x) — (x) | dx, dont la dérivée est positive, croit 


en méme temps que x , et comme celte intégrale est nulle 
pour x = a, elle est toujours positive : on a done 


ab 


b ab 
[ f(z) — b (x) |dx > 0, ou [ f(x) dz > i b (x) dx. 


ed 
De méme, si xy (x) est une fonction de x telle, que lon 
ait x ' (ac) Sf (a) ) de aera a SS GP on-aura 


(2) f Jere ak yak 


2 ee Mar dieng 
Par conséquent, si Pon sait intégrer t (7) dx et x (x) dx, 


b 
on aura deux limites qui comprendront p I (#) ae. 
' ica 


1 
a2 

= : dz 
379. ExempLe. 


0 I— x 
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Tv 
ant que x est <1, ona 
I ee I 
L< SS SSS SSS) 
vi — 2 V1 = : 
et, par suite, 


4 


2 oF dix 
dx =a 5 0, elated a 
ie irae Jo Yi —2? 


t gf 


>a } 
{ ei Onon 
yee) 
Bs 
ie dx = 
(a) V1 — x 


Done on aura 


Or ona 


ig Pe 
are sin—=—"0., 52565. -. 
2 ? 


is. 


fC) b< fp os < 095286... 


NOUVELLE DEMONSTRATION DE * SERIE DE TAYLOR. 


380. Les propriétés des intégrales définies conduisent 
a une nouvelle démonstration de la série de Taylor. On 


a identiquement 
h 
SF (e#t+h)—f(2)= ih S' (e+h—t)dt; 


mais Vintégration par parties donne successivement 


t t 
ij ff! @rhat)dt= t« f' (¢+h—d +f tf" (x+h—tdt, 
0 (0) 


(3 
s tf" (eth—)jdt= <_f’ (2-+h—2) +f 5 oa ebb ide, 
0) 


f'Y(w+h—sde, 


t f? te 
i —f" (x«#+h—t)dt= 
Hat bee raise) 


et ainsi de suite, En ajoutant toutes ces égalités, apres 


h? 
f (at hj=f(x)+hf’(2) ayers Lak?) i 
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y avoir fait t= h, on aura 


R désignant le reste 


h 
ee. f St! (x2 +h—t)t" dt. 
2 n 3 


15 2s. 
Si maintenant M est la plus grande valeur, et m la plus 


petite valeur que prend f"t!(2+h—t)det=oat=h, 
on aura : 


M Art! 
cae 
Sate Saw 


I h 
R —____-— M ¢” dt 
<a | Mea 


I h Tee 
R ee t" dt > ————_____ 
Ps 1.2 =f Se ne Pat on eae 


Donc, si la fonction proposée et toutes ses dérivées , jus- 
qua la (m +1)’, sont finies et continues entre les limites 
x et «+h, R pourra étre mis sous la forme 


Tapes 
hr “4 NL ( Oh 
Serra CAR ACE 


0 désignant une quantité positive moindre que 1 : ce qui 
s’accorde avec ce qu’on a trouvé par d’autres méthodes. 
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TRENTE-DEUXIEME LECON, 


Suite des intégralcs définies. — Intégrales dans lesquelles les limites de- 
viennent infinies. — Integrales dans lesquelles la fonction sous le signe 
J devient infinie dans les limites de l’intégration ou a ces limites.— In- 
tégrales définies indéterminées.— Intégration par séries. — Exemples. 


DES INTEGRALES DEFINIES DANS LESQUELLES LES LIMITES 


DEVIENNENT LNFINIES. 
381. Nous avons jusqu’a présent supposé que, dans 


b 
lintégrale a f (x) dix, les deux limites a et b étaient 


finies , et que la fonction f (x) était finie et continue entre 
ces mémes limites. Nous allons maintenant chercher ce 
que devient l’intégrale lorsque lune des limites, b par 
exemple, est infinie, f(x) restant finie et continue. Dans 


b 
ce cas, la valeur de l’intégrale est la limite de f FAL) ax, 
a 


quand 6 croit indéfiniment. Cette valeur peut étre finie, 
infinie ou indéterminée , comme on le verra par les exem- 
ples suivants. 


gone a2 | e~* dx. 


On a d’abord 


b 
I 
Donc ie e-* dx = 1 — ae 
Z (0) 


et, en faisant b=a, 


CO 
if Cae aaah. 
oO 
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=i : I : 
Si lon construit la courbe y = —» on obtient une bran- 
€ ” 


Fig. 79. che infinieasymptote al’axeOx: 
y Vintégrale définie représente 
l aire comprise entre cette bran- 
che, Vordonnée OA et l’axe 
ot z Oe 


es . 
ae ib er dz. 
: Oo 


On a, dans ce cas, 


b we) 
f edese—1, a edx—=o. 
0 0 
apes dx 
9 =e 
ore a2 v2 . 
o~ & +c 


L/intégrale indéfinie est 


dx I ee 2) . 
——— — - arc tang—-+ C. 
A ax + Ce c Sec 
Par suite, 
rb ay ; b 
Se EE Te Ce Sie 
etc c Cc 
£8) 
1 2 dx 2 t T 
aone = ane tan co 
6 Sie ee 2 2C 


% 
5o. ‘| cos. xd. 
oO 
b 
cos xdx = sin b; 
i) 
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mais quand 6 tend vers linfini, sin 6 ne tend vers aucune 
~n 

limite déterminée. La valeur de Vintégrale | cos xdx 
oO 


est done indéterminée. 


383. On peut quelquefois reconnaitre si l’intégrale 


[fie ; 


a une valeur finie quand 6 devient o . 


Supposons b trés-grand, mais nowinhek: en appelant A 
une quantité compr ise entre a etb, ona 


k ab 
fr Fee = | F() dx + Jeias 


ke 


Puisque f (x) ne devient pas infinie, la premiére par- 
ue de lintégrale est une quantité finie; il suffit done de 


b 
savoir si l’autre partie f Jf (x) dx est finie, Mettons 
k 


J (x) sous la forme 


@ (x) désignant une fonction qui reste finie pour toutes 
les valeurs de x plus grandes que k. Soit M la plus grande, 
et m la plus petite des valeurs de o (x), pour toutes les 
valeurs de x plus grandes que /:: on aura 


On aura donc 


ou 


b 
: M I I 
| Pahde arene baer Gen) 
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Or, si nm est > 1, le dernier membre de cette inégalité se 


i - Done afer if (eae 


n—t = 
dans ce cas, une valeur finie. Si m est < 1, on aura 


frat: 
sk f(x) dz > 


Or, 1—~ n étant positif, le second membre de cette inéga- 


w- 


réduit, pour b=, 


ou 


ee fre ts 


! b 
lité devient infini pour b = o : donc ik J (ayaa 
k 


i 
par suite f. J (x) dx est infinie pour b=. 
a 
Enfin’, sige m,0n'8 
ab 


| S (x) dx >m ‘ sa m | en % 


ik ‘ 


ev/h 


ae it 
mais | (3) = oo quand b=: donc 


if ree dp I00). 
k 


La méme remarque sapplique a Vintégrale 


b 
S (x) dx 


—D 


quand on peut mettre J (x) sous la forme = 2), T (x) 


restant finie pour toutes les valeurs de « comprises entre 

—oo et une certaine quantité moindre que 5: cette 
~¢ 

intégrale est finie si z est > 1, et infinie si est <1. 


TRENTE-DEUXIEME LEGON. 353 
INTEGRALES DANS LESQUELLES LA FONCTION SOUS LE SIGNE 


i) DEVIENT INFINIE ENTRE LES LIMITES DE LINTEGRA- 


. 


TION OU A CES LIMITES. 
384. Dans le cas ou f (x) devient infinie pour x = 5, 


a 
on définit f(x) dx comme étant la limite de Vinté- 
Jb 


b—e 
grale fi f (x) dx, lorsque ¢ décroit jusqu’a o. 
a af 


: b 
De méme, si f (a) =< , on définit if J (x) dxcom- 
a 


anh 
me la limite de | S (x) dx, quand ¢ décroit jusqu’a o. 
fate 
Enfin, si f (c) est infinie ou discontinue, ¢ étant une 


quantité comprise entre a et 4, on pose par définition 


ab c—ez b 
| f\x)de stim f J (2) dx + lim SI (a) dz’, 


C+ 


quand ¢ et 7 décroissent jusqu’a 0. 
nm voi apres cela, comment il faudrait définir 
O t, dap la, t il faudrait déf 


b 
ri Sf (x) dx, si f(x) devenait infinie ou discontinue, 
a 


pour un plus grand nombre de valeurs de x comprises 
entre a et b, 


385. Quand la fonction f(x) devient infinie 4 Pune 
des limites ou entre les limites, on peut souvent recon- 
naitre si la valeur de l’intégrale est finie ou wfinie, Sup- 
posons par exemple, f (5) == : soit 

n(x) 
70) 
foy= pe, 
n élant un nombre positif et 7 (a) une fonction qui ne 
devient pas infinic, lorsqu’on fait «<6. Appelons main- 
tenant k une quantité comprise entre a et 6 et aussi rap- 


I. 23 
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prochée de b que lon voudra; on a 


b k L 
ue flayae= f flaydne Ie) dz: 
a a k 
k 
Or f Jf (x) dx a une valeur finie. Il suffit done de 


> 
savoir si J (x) dx est finie. 


Désignons par M ct m deux constantes entre lesquelles 
7 (x) reste comprise, lor ‘sque x varie de ka b. On aura 
pour ces valeurs de x, sinest <1, 


M 
S(2)< cae 


par suite , 


py be 
x M dz: 
\d 
site ated, (bay 


a mal b—k)i"— e'], 
Or, quand ¢« tend vers 0, le second membre de cette iné- 


(6—k)'—. Donec, 


galité tend vers la valeur finie 


are 


b—e 
dans ce cas, lim si S (x) dx, et, par suite, 
k 


7 
| f (x) dx, a une valeur finie. 
a 


Je dis maintenant que, si l'on an > 1, Vintégrale pro- 
posée est infinie. En effet on a 
MW 
x Je Be 
at ) eae 


par suite 5 


b—e jar 
€ é lx 
Fie) ae > mn i fini. 
ai \ ) lk 4 (Qin tat . 
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n €tant une quantité > 1, lorsque ¢ tendra vers zéro , 
le second membre deviendra infini. Donec, & fortiori, 


b 
Ki f (x) dx tendra vers Vinfini. ‘ 
[; 


Il en serait de méme si l’on avait = 1; ear, de l’iné- 
galité 


m 


f(z) > b = 


on déduit 


ie 0—f 
b—h 


>m) 


a 


Le second membre devient infini quand ¢ s’annule; donc 


yh f(x) dx, et, par suite, f f (x) dx elle-méme 


sera infinie. 


386. Exemp tes. 


ne fe P dx 
- Yah bas 


a et & étant deux quantités positives, et P étant une 
fonction de x, qui ne devient infinie pour aucune valeur 
de «x, comprise entre a et 6. On peut écrire 


¥2R—ba—2z? Yrb+e2. Vox Coane 
P 
en faisant ae Sa (Dr), 
/ 
V2b+ex 


Comme l’exposant de b— x est <1, il résulte de Ja 
Pde 


32 une Va- 
V2 6? — bx — x? 


b 
régle établie ci-dessus que “f 


leur finie. 


ho oe 
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t dz 


Oh2K +s SS 
() j eS 


eg ehie Pr ose 

Jains we 2ViI— x. 

l—-« ag = 

Done af Ne goatee Ge 
dx 


I : 
el, par suile, = 
: fey V b-— 2, 


Pour interpréter ce résultat, construisons la courbe 


on a 


easy, 


T ’ 
y = ==: cette courbe a pour asymptotes | axe des xet 
1— z 


une parallele AP 4 l’axe des y menée a la distanceOA=1. 


Fig. 76. O x j I dx 

n voit alors que <= ee 

y } F CG V LAT 
P présente aire comprise entre 

/ 
Sper 5 OB, OA, la courbe et son 
e - “asymptote AP. Ainsi, quoique 
WE \ bd . 

ce segment s’étende a Vinfini, 
son aire anéanmoins une valeur 


finie. 
DES INTEGRALES DEFINIES INDETERMINEES. 
387. Une intégrale définie peut quelquefois devenir 
indéterminée, c’est ce qui a lieu pour l’intégrale 


e : 
if cos.rdx == sinc — sino, 
oO 


car sin x, lorsque x tend vers l’infini, ne tend vers au- 
cune limite déterminée. 
En voici un autre exemple : soit 


pee 
Rg % 
5 ar 3 
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aethb étant deux quantités positives quelconques. Comme 


I : er : 
z devient infini pour «=o, valeur comprise entre 


% 


—act +b, il faut poser 


+b ay ‘ ~&§dx : te 
— = him elim £ =, 
ae a aA x Jn 65 


et faire tendre ¢ et 4 vers o. Or, 


ed; os 
ff Soe <li, { 1b 1a; 
=a oe n 1 
done 
—£ dp » dy 
mn Sef fe egy bgp pe Ty 
ous x n x LU 


a 7) 
Par conséquent , 


Lh a 
ry 1x 
ik = =1(7) + im (=). 
eres a y 


Mais comme il n’existe aucune dépendance entre les deux 
Seer . & : ° 
quantités variables ¢ et 7,- ne tend vers aucune limite 
1 


déterminée, et par conséquent Vintégrale est indéterminée. 


e 
INTEGRATION PAR SERIES. 


388. Etant donnée une différentielle f(x) dx, si Pon 
peut exprimer f(x) par une série convergente 
21) f(x) = y+ a= Us + .-.+ Unt Tp 
on aura, en multipliant par dx, et en intégrant entre deux 


limites a et b, 


a b b 
(2 ) i Fe) dc ‘k uds ip Wana... 
a a w/t 
L a 
=f [ Un dx + [ Vin Cee 
asad wv h 
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Si la série (1) est convergente pour x =a, x= b et pour 
toutes les valeurs de 1 comprises entre a et b, on peut 
supposer 7,,<¢, ¢ étant une quantité aussi petite que Von 
yeut, pourvy que 7 soit assez grand. Des lors 


ab b 
| Tey Oe a ii edx, 
a va 


ou 


L 
{ r,dx< ¢(6—a),. 


b 
Done a r,dx décroit jusqu'a zéro quand 7 augmente 
a 


jusqu’a linfini. I] en résulte que la série 


b b b b 
ue u, ax if u,dx + if u,dx +... “ u,dxr—+... 
a a a a 


b 
est convergente et qu'elle a pour somme | f(x) dx. On 
a 


peut remplacer la ‘valeur fixe b par Vindéterminée x, et 
il vient 


x vm x 
(3) f fe)da= f dx + [ TS Chea so ae 
a a Ja 


389. Cette formule est encore vraie pour x= b, 
méme lorsque la série u,—+ uv. + u;-+..., Convergente 
quand x est moindre que b, devient divergente pour 
x = b, pourvu que la série (2) soit encore convergente. 
En eflet, quelque petite que soit Ja quantité positive ¢, 
on a 


he te be ‘b—e 
f(ej\de= if udx f u,dx=- i WAR aee 
ad a a a 


Or les deux membres étant des fonctions continues de x, 
qui ont constamment la méme valeur, leurs limites potir 
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€ = 0 doivent étre égales. Donc 


be b b Bs 
if Medex fi u, dx +f der u;dx +... 
a a a a 


390. En général, si la formule de Maclaurin donne 
pour f (x) une série convergente, 


f 


f(2) =S(0) + 2f’ (0)+ sf" (0) + af" (0) +. 
on aura 


SH@) dz =C+2f(0)+ 


Sf" (oO) +. ee 


oe ia 


x 
Si l’on veut en déduire Vintégrale définie i FAz) ax; 
re) 


c est-a-dire si l’on veut que intégrale commence a x = 0, 
ou soit nulle pour x = 0, il faut, dans ce cas, que C soil 
nul, On a alors 


[ Me)ae= af (0) + =f" (0) +S 4P" (0). 


oO 


EXEMPLES D INTEGRATION PAR SERIES. 


JOP. 297 af BF ha): 


Le as 


Par une simple division on trouve 


I Pot ge DA vid ee opm gl a ° 
maa. = £ 2 Nec abs Peep 
Donc 
x? x ai an t atdx 
] ee aie aie : 
(++ 2x a 3 i + eae 


Quand «x est moindre que 1 en valeur absolue , la séric 
i—7¢-+ c*— gf... “est convergente; done Ia_ série 


oo a3 xr x . . 
Diets eae —..-. Vest aussi entre les mémes limites 


3 eR 
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de x. Done quand —1< x<l+1,o0na 


2 x zi 


i 
| I+ a) Saxe — = H+ aK SF? 
( / 2 3 4 
Le z 7 ag" dx 
On peut démontrer directement que tend vers 
ir x 
0 
zéro quand n augmente indéfiniment. 
En effet, si x est positive, on a 
GAY 
) oer 
Poe <2", 
dene 
eX a” eh (ex eet 
ex EE Lae . 
I+ 2 72. = 3 
oO eo 


Or quand n augmente, le dernier membre tend vers zére. 
D’aprés cela, en arrétant la série 4 un certain terme, |’er- 
reur commise sera moindre que le terme suivant. Cette 
erreur sera en plus ou en moins, suivant que le dernier 
terme employé sera de rang pair ou de rang impair. 

Quand «x est négative, en désignant par « une quan- 
uité plus grande que a, mais moindre que i, on a 


* sal 
wee we 


. oat 


el, par suite, 


ts Badu _. grt 
kat ee 


expression qui tend vers zéro lorsque nz augmente jusqu’a 
Pinfini. Dans ce eas, Perreur est toujours dans le méme 
sens. 


seh é ee 
Si Tod avait era strie tT — 1 4 Sh. 
‘ Lage hes . pe I I j 
cesserait d elreconvergente, mais la série 1— == wee 
2 


le serait encore, et représenterait | 2 (n°, 389). On a done 


oN | las : 
= : ihe sua : Sor 
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i 
x dx 
2": Pa gi = ate tang 2. 
+ 2 


bak 0) 
Ona 


: 2 + ees 
ee tory Fe Eee eee 2 S 
T+ x? “8 a ac rar 
7 etant un nombre positif impair: en intégrant les deux 
membres, et prenant pour are tang a le plus petit des 
ares posilifs ayant x pour tangente, on trouve 


x xe 7 an ze n+i 
apetang ¢ toe ee, a da 
3 5 7 I nha =x 2? 


La série p> — 77 + x —x*. .. cesse d’étre conver- 


¥ORE 4 f= oy aes 2 Hoe oe ‘ 
genle pour x—=r1, mais la série x — > +> --- Vest 
encore pour x == 13 on aura donc 
are tang us sige ae 
Q [ce ce Sek os 
ena oats aad 
x dx é 
3°. ——— = aresinz. 
>» Vie # 
Par la formule du binéme, on aura 
aan: eee ee 
(1) =i14+-27-+4 + a eee 
Vi— a 2 A 2.4.0 


Multipliant le second membre par dx et intégrant, il 
vient 
1 2 1.3. x 15050127 


LS is Ai a ae ee 2.4.6 ; 


eee yg 


série convergente quand — 1< x <1, puisque la séric (1) 
est convergente entre ces limites. 
La série 


cesse d’éire convergente pour x =1; néanmoins , comme 
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er ee 
pour pT ee la Serie 


6 


On trouve une série plus convergente, en faisant 


- I « MIE 
Ca- = sin-=; ona 
2 6° 
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APPLICATIONS GEOMETRIQUES DU CALCUL INTEGRAL. 


Quadrature des aires planes. — Formules générales. — Quadrature des 
courbes rapportées & des coordonnées rectilignes.— Quadrature des 
courbes rapportées 4 des coordonnées polaires. 


f 


FORMULES GENERALES. 


392. Soit CMD la courbe dont |’équation en coordon- 
Rien: nées rectangulaires est y = f (x) 
et représentons par wu laire 


$ 
? 


y fi 


D 
ena ACMP. On aura, en appelant x 
et y les coordonnées du point 


variable M (n° 204), 
0 fee wat ay Seem e dis yde=J( a) dee. 


Par conséquent u = [ f(x) de. 


Si l'on veut que l’aire soit limitée a l’ordonnée CA 
correspondant a Vabscisse OA =a, Jintégrale doit 
commencer ax =a, et lona 


wa [ Sade: 


x représentant labscisse d’un point quelconque de la 
courbe. 

Enfin, si on limite de méme Jlaire a l’ordonnée BD 
correspondant a x= OB= 86, on a 


b 
uw = aire ABCD = f(a) de: 


a 


Si les axes étaient obliques , il faudrait poser, en appe- 
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lant 0 V’angle des axes, 


b 
aire ABCD = sin 6 Fiz) dx. 
a 
393. L’intégrale définie est la somme des valeurs infim- 
ment petites de la différentielle entre les deux limites a et 
b, Or, si l'on suppose , ce qui est le cas ordinaire, que dx 
soit positive, f(x) dx ou la dinlérentielle de Vaire sera 
Fig. 78. positive ou négative, suivant que 
y| J (x) ou Pordonnée y sera posi- 
é | live ou négative. Par consé- 
; y quent, l’intégrale représentera 


ofA uk ba Ja différence entre la somme des 

segments situés au-dessus de 

axe des x et la somme des segments situés au-dessous , 

de sorte que, si l’ordonnée change de signe , deux fois 
par exemple, entre les ordonnées AC et BD, on aura 


b 
J (x) dz = ACH — HIK +- KDB. 


a 


La somme de ces segments serait donnée par 


h hk ab 
[ Sf (x) dx — [ f (x) dw + | Sf (x) dz, 
va vh k 


en désignant par h et k les abscisses OH et OK. 


394. Si Von voulait avoir la mesure de la surface com- 


Fig. 79. prise entre les deux ordonnées 
y um —y- CA, MP, l’areCM etV’arc CM’ 
wie a ee Wune autre courbe y= 9 (2), 
| “i on aurait 
Ci} ae aca 


xr x wx 
aire CC’ M’M = [ ydx — i ‘yh ide = | (y—yi)dx, 


w/a a/ ea 
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EXEMPLES DE QUADRATURES DE COURBES RAPPORTEES A DES 


COORDONNEES RECTILIGNES. 


395. Soit d’abord, comme exemple de la théorie préceé- 
dente, une parabole quelconque y" = px”, m et n étant 
positifs. Soit aire OMP = u; ona 


t m 


DE ay p" x” dx 


dou 5% 
Gol 1 om / Tt m-+n 
sh p? 2 dre ie paws. 
o m+n 
Fig. 80 Ce résultat peut s’écrire 
» : 
M 7 LL 
Q i 7 Bn n 
w= pie «= -——— ay, 
ae m+n mtn ~ 
0} P wer , : 
\ Or xy représente l’aire du rec- 
NS . 
| my tangle OPMQ construit sur les 
coordonnées du point M. On a 
done 
OMP : OPMQ=2:m-+hn, 
ou 


OMP :OMQ=2 : m. 


Ainsi la parabole partage ce rectangle dans un rapport 
constant, de m:m. 

396. Réciproquement, il n’y a que les paraboles qui 
jouissent de cette propriété. En effet, la proportion pré- 
cédente peut s’écrire 

ui Ly—Uu==nN.mM, 
d’ou . 
(m+ n)u = nery. 


Par conséquent, on doit avoir 


(m + n) du = nady +- nydz, 


s 
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ou, puisque du = ydz, 
(m +- nr) ydx = nady + nydr, 


ou enfin 
mydxz = nxdy. 


Ce résultat peut se mettre sous la forme 


i 1 
m= — gee 


ae ; 58 
d’ ‘ Ad ed 
ou, en intégrant, 
nly = mee Gone Vy Te” + C. 


Mettant C sous la forme | p, il vient, pour l’équation 
générale des courbes qui possédent la propriété dont il 
s'agit, 

Leyte 
ou 

Jo pe 

Dans le cas de la parabole ordinaire y* = px, on a 

n= 2, m==T, et par. suite 


397. Considérons, en second lieu, une courbe du genre 


Fig. 81. hyperbole donnée par l’équation 

uv a" y" = p, 
\ m etn étant deux nombres en- 
\ tiers positifs. On n’a représenté 
n ae ; dans la figure que la branche si- 
Ot AES se iuée dans langle yOx, et qui 


a pour asymptotes les deux axes. 
On peut supposer 7 >> m. Soientu = ACMP, OA =a, 
OP = a. Onva 


ii 
ne x = en 
leas yar Pp "a ” dx 


a 0 
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et, en effectuant Vintégration , 


r n—m n—m 
i af 
“= pike 8s s4aqu? ) ‘ 


Toone « 


On voit que si 2 augmente jusqu’a Vinfini, l’aireACMP 
augmenie aussi jusqu’a Vinfini. Mais, au contraire, si, 
laissant MP fixe, on fait décroitre a jusgu’a o, la surface 
augmente continuellement, mais en restant toujours fi- 
nie, et ala limite, quand a = 0, cette aire se réduit a 


nl 


Ainsi la surface ACGH tend vers une limite finie, 4 me- 
sure que le point G se rapproche de plus en plus de 
Vasymptote Oy. 
. . , , x ” n : \ 
Cette limite étant égale a Sie Btn: On bien a 
wee xy, estdans le rapport constant de n an —m, 
tt — fe 
avec le rectangle OPMQ = zy. On a done la proportion 


. 


CV tmmots 10) ede ames TD 


en désignant par wu laire indéfinie qui cependant a une 
valeur finie. 

398. Réciproquement, il n’y a que les courbes com- 
prises dans l’équation x” y"= p qui jouissent de cette pro- 
priété. En effet, on déduit de la proportion précédente 

u(n—m) =aney. 
Dou, en différentiant 


(2—m) du=nady + nyde, 


ou comme du=ydzx, il vient en réduisant et divisant 


par xy, 
dz dy 


—m— =n —: 


ae J 
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Donc , en intégrant, 
niogy =C—mlogz, 


ou bien , en faisantC = |p, 


dot a ye == Dp: 
Dans le cas particulier ob m =n, | équation 
Ty =P 
revient a la suivante 
XY =P, 
qui représente une hyperbole équilatére du second degré. 


On aura 


dx 
Hs =f, donc ydx =p na 


et, par suite, 
u=ple+C=pl-- 
a 
Si p =1, a@=1, on aura 
c— Nas 
c’est-a-dire que aire est égale au logarithme népérien de 
Pabscisse (n° 208, 2°). 
399. Soit maintenant le cercle dont l’équation est 
ye 2) as 

on en lire 
Ee Va = ee 

Considérons un segment quel- 
y . conque AOPM, limité a l’axe 
des y, et a une ordonnée ar- 


Fig, 89. 


/\ bitraire MP. Nous aurons, en 
ye . désignant par u laire de ce 
Sad 


5)  haiiage eek 3 segment , 


x 
(1) i == [ dx Va? — x5 
a/( 


) % 
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en intégrant par parties, il vient 


0) fae aalaae + (Se 


Bae an —av ores 
a x oe 4 
a A. ee 
=e) ey get 
Va? — x? 5 
4 


Portant cette valeur dans l’équation (2), transposant 


et divisant par 2, il viendra 


dx ison Poe me z etait 
2. 2, a? — x? 


ax 3 we 
—————— = arc sin— + C; 
Va— 2} a 


ee eel splat enon? E2 
u = dx Va? — a? == ——_-——_ +- — arc sin —- 
O 2 2. 


Mais 


done 


a 


On déduit de Ja l'aire du secteur OCM. En effet, le 
L Va? =e 
2 


triangle OMP a pour mesure ; en le retran- 


chant du segment, on aura done 


a’ Pee a Seite a 
secteur OCM = — arc sin — == — a arc sin — — — arcCM, 
2 a 2 a 2 


c est-a-dire que /’ aire du secteur circulaire a pour mesure 
le produit de Vare qui lui sert de base par la moitié de 


SOF rayon 3 


400. Passons maintenant A Vedlipse, dont Véquation 
{, ah 
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est 
ay? 4- 672? = a? b’, 


Hig. 83. et soit u le segment OPMB, li- 
y mité a Vaxe des y et a une or- 
1} - v - 
fee donnée quelconque MP. On tire 
B}—/ i : : 
| Le \ de ’équation de V ellipse 
/ | \\ 
fy \|_\ I plane 
ee Se a Par 
oO Pp A L ¥ —= zi a xr’. 


4 b x ae ee AOU 
ua — f Va: —wvde. 
@ Jo 


Décrivons sur l’axe 2@ comme diamétre une demi- 
circonférence, et soit u’ Paire du segment COPN: on a 


ax 
ia Ree 
= a dx Va—x, 
0 
(Vout Von déduit 
u b 
a 


re 
u 
Ainsi le segment elliptique et le segment circulaire , 
gui correspondent ala méme abscisse, sont entre eux 
dans le rapport constant de b aa. IL en résulte que si 
Von désigne par S la surface entiére de Vellipse, et par 
S'la surface du cercle, on aura 
S > Sheanbeias, 
dou lon tire, a eause de S! = ra’, 
b 


S=-x<n«e?=-rab: 
a 


done la surface de Vellipse est moyenne proportionnelle 
entre les surfaces des deux cercles qui ent pour dia- 
metres respectifs les deux axes de I ellipse. 


401. Les deux triangles OMP, ONP, qui ont mérie 
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base OP, sont entre eux comme leurs hauteurs. Done 
OMP NP b 
ONP MP q’ 


et comme dailleurs 


Uu b 
Ss 8 
uw’ a , 
f 
: wz — OMP b 
on aura ; re 
u’ — ONP a 


OBM #6 af 


f 


ou ee ee 
ONC a 


ce qui permettra d’évaluer le secteur elliptignue OBM, 
puisque l’aire du secteur circulaire ONC est connue. On 
passera de la facilement a Vaire d’un secteur quelconque. 

On peut diviser lellipse en un certain nombre de sec- 
teurs égaux, quand on sait faire la méme opération pour 
le cercle. Il suffit de diviser le cercle en parties égales , 
puis de mener, par les points de division, des ordonnées 
perpendiculaires a OA. Si l’on joint le centre aux points 
ou ces ordonnées rencontrent lellipse, on aura divisé celle- 


ci en secteurs égaux. 


402. Pour Vhyperbole, dont l’équation est 


Fig. 84. 
b frepacer 
= -— 2? — av’ 
y| mA oad ) 


| ae Paire du segment AMP est don- 


née par la formule 


b var 
1 i ae 2 —— WAL. 
Gays 


En integrant par parties , ona 


hee oe —— x? dx 
Ve @& de == ON — 0 ——— 
! V2 ie 


ev 
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(0 gesal (a? — a+ a’) dx 
Vx —@ Va? a’ 


———. dx 
= Ie V7? — g? ae ih f ets 
fave a far se 


et (n° 343, 1°) 


on a done 


4) 


fared = ESE (ey BH) 4. 


On déduit de la 


403. Comme derniére application , considérons la cy- 
cloide AMD engendrée par le mouvement du cercle ANB 
roulant sur la droite BD. Prenons pour origine des coor- 

Fig. 85. données le sommet A, et pour 

y axes la normale et la tangente a 

la courbe en ce point. L’équa- 

tion différentielle de la cycloide 
est alors 


/2a—y¥ 


Oe By: VV a ip ¢ 


On aura done 


iy, ew 
aire AMP = | yf Chae | dy V2 ay —y?. 
2/0 “0 

Menons MQ perpendiculaire a AB, et soit AQN le seg- 
ment déterminé par MO dans le cereie ANB. En obser- 
vant que ON == 2ay —y’, nous avons 

ay eee Le, ee 

segm. AQN = | dy V2 ay—y?: 


vo ‘ “¢ 
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done 
AMP = segm. ANQ. 
Si Pon fait x = 7a, et par conséquent y = 2a, on aura 


aes BSS. 
2» 


. wae , Sf get 
Retranchant cette aire de Vaire 27a? du rectangle ABDG, 
et doublani, on aura f 
2 aire AMDB = 37a’; 
c’est~a-dire que Z’aire comprise entre un arc.de cy cloide 
et sa base est égale a trois fois l’aire du cercle génera- 
feur. 


QUADRATURE DES COURBES RAPPORTEES A DES COORDONNEES 


POLAIRES. 4 


404, Si u désigne l’aire du secteur COM, on aura 


Fig. 86. 
\ did, 
MM 2 
Be : 
See r et 0 éiant les coordonnées po- 
i= se? lairesdu point M; par suite, 


uae fray, 
2 


cette intégrale ayant pour limites les valeurs de 6 qui cor- 
respondent aux points C et M. 

405. Soit comme application la spirale logarithmique, 
dont P’équation est 


r—ae™’, 
on aura 
hg ~ ome ieee ra 
“eu e dd = —e?™§ 4. C= airy, 
2 4m 4m 
Fig. C Wi 5 
Posons OC =r’, et faisons dans 
La aa la formule r = 7’; il vient 
Speas 
K 
6 r2 
a » eles Se sf 
\ ad a SS Olesen -+ > 
aE Ougy Am 
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par suite, 


Si le point C se meut en rétrogradant sur la courbe, le 
rayon vecteur OC décroit jusqu’a o, et Vaire du secteur 


A 7 tf 
tend vers la limite —— 


4 m 


406, La quadrature des aires curvilignes est quelque- 
Fig. 88. 


fois rendue plus facile par l’em- 
ploi des coordonnées polaires. 
Pour en donner un exemple, 


soitla courbe quia pour équation 


(rt) P+ yi — axy=0. 


Cette courbe, connue sous le nom de folium de Des- 
cartes, se compose de deux branches infinies qui se tra- 
versentmutuellement al origine, etqui ont pour asymptote 
commune la droite dont léquation est 


a 


fs rad) 3 


SKI 

Quand on conserve les coordonnées primitives, la 
question qui nous occupe exige la résolution d’une équa- 
tion du troisiéme degré; mais si lon prend l’équation 
polaire de la courbe, en plagant le péle au point O, on 
n’aura jamais qu'une seule valeur du rayon vecteur pour 
unc direction donnée; car lorigine étant un point double, 
l’équation devra étre satisfaite pour deux valeurs nulles 
de 7’, et par conséquent le premier membre sera divisible 
parr: 

Si Von prend Ox pour axe polaire, il faudra remplacer 
x par rcos 9 et y parr sin 6-dans l’équation (1) , ce qui 
donne 


7° (cos' § +- sin?) — ar? sin§ cos? = o, f 3% 
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ou bien, en supprimant le facteur r? et résolvant par rap- 
portar, 

asin@ cos 2 


(2) 1 ) 


~~ sin? @ + cos*6 


D ailleurs, wu désignant Vaire du segment OAM, on a 
s 


eee 
u=3 | rag, f 


2 


4 


Douce, en remplacant r par sa valeur, nous aurons 
gf 


1 (9 a’sin?4 cos’d 16 ae te sin’ @ dO 
“= — - ao = 7 
2 | (cos* @ +- sin? 6)? 2 J, cos'd (1 + tang? 6)?’ 


ou bien 


oo 0 #0 
tang? 
a © " cos? 4 


(1+ tang* 0)’ 
Pour trouver cette intégrale, posons 
1+ tang* 0 You dz = 3 tang’ es 
d z as ad ou az == ane See 
8 ‘ 8 costa’ 


el, par suite, 


: 24 d@ 

ang’ Be 

6 CSOs sar done) I we 
(1 career al Bg ae 


=~— G 
3 (— 1 -+ tang’ 4) He 


En reportant cetie valeur dans wu, ona 


ae I 


, 


zo HC. 
6 1-+ tang’ @ i 


fa constaute C devant étre déterminée de manicre que 


2 


aire soit nulle pour @=0, ona C = a par suite 


a’ tang’ 4 
of Ay 


6 1+ tang*9 
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On obtiendra laire de la feuille enticre, en faisant 


4 


Tv a 5 a 
§@=—dans la valeur de u, qui devient alors Gi car la 


: tang? 6 a nee I 
fraction ——-==———» ‘que Kon ™peut échire ———_5, est 
1s tang 0 1+ cot’4 


‘gale 2 ‘@=- 
egale a i pour ¥ = -- 
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Rectification des courbes planes, — Formule générale. — Application a di- 
vers exemples. — Parabole. — Ellipse. — Hyperbole. — Cycloide. 


f 


FORMULE GENERALE. 


407. Si Von désigne par s un aré de courbe compris 
entre un point fixe et un point de cette courbe, dont les 
coordonnées rectangulaires sont x ety, ona 


da Vide + dy’. 


> 
I] suflira donc, pour trouver la longueur de lare, d’in- 


tégrer la formule ¥dx* + dy* entre des limites convena- 
bles, aprés avoir remplacé y ou x par sa valeur tirée de 
Péquation de la courbe : si y, par exemple, est fonction 


de x, on prendra 
v= fae Vinee I+ = 


RECTIFICATION DE LA PARABOLE. 


408. Si, par exemple, nous voulons trouver la lon- 
gueur @un are de la parabole dont équation est 


ji — 2 t, 


il faut dans la formule 
asi Vda? + dy’, 


ou nous supposerons ici x fonction de y, remplacer dx 
par sa valeur tirée de l’équation diflérentielle ydy =pdzx, 
ce qui donnera 


wy iy? a 
asa eee + dpa fp a 
2 a ay L 
16 i? 
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Nous avons donc, si l’arc doit commencer au sommet de 


5 ey: —-- 
i dy Vy? + Ps 
P 0 


En intégrant par parties, il vient 


la courbe , 


y? dy 


aN onan, REE wpa med! Ge ee 
[ar\P+p xy Vy + p Uti. 


e 


mais on a 


aye f dy 
ef dy Vi? +p’ Boaeiin oe 
{ees Vp? - 2 


Par conséquent, en substituant et transposant, 


oo ee aati 
» farep ay VE P + pr a 


Vi ae + I ) 2 


Or on sait que (n° 343, 1°) 


a ; Fe reer ea . 
ae = My + x? + pte Cs 
J Vy +p? 


done 


Ie Pn sre PRAY ana ORME ON re eo 
* fairer ss poe CY SN aes Bs) ia 


Lintégrale devant s’annuler pour y = 0, on aura 
D 
pee Ip+C, dot G15; 
2 2. 
en substituant cette valeur dans la formule, il vient 


MALaEaN ay E=aracay 


2p 2 P 
, ) 
RECTIFICATION DE L ELLIPSE. 


WOO, Considérons Vare d’edlipse BM, compté & partir 
du sommet B du petit axe (fig. 83, page 370). | * 
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De Véquation de la courbe 


ey == b2 2 —q bes 


on ure i 


on aura done 


ia 
US == de ve SrA a= 10h 6 / ie a (a be pa 


ou bien 


ae ee he 
at At : ie Bee 
a® (a? — x”) 


OG iif ee Bb ne we 
Posons pour simplifier /a?— 6? = ae, e désignant Vex- 
centricité , c’est-a-dire le rapport de la distance focale au 
grand axe: il vient 


a? — e* x? 
as == Axe — 
a? — a 


Observons maintenant que x yarie entre 0 et a: par 
conséquent on aura toutes les valeurs de x en faisant 


z= asing, 


O = Te: S b 
Pangle g variant de o a~: ilen résulte 
2: 


1 — e’ sin?» aia ee 
ts = adg cos 9 \/ OF a Vi —e'sin’ 9, 
cos’ @ 
A 


Nous aurons donc enfin 
$ =are BM — €h do Vi —€? Sin? 9, 


oO 


‘ 
AAO, Lintégrale is do /t—e’ sin’ @ est une fone- 
oO 
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tion transcendante dont la valeur ne peut étve obtenue 
que par un développement en série. La formule du bi- 
nome donne 


vila 


j eee es ieee 
1—e’sin’?y)? = 1——e’sin’ gy —— > e‘sin‘ 
2 24 


be 
HD pemaer PG ae 
- e° sin’ » — ———— e*sin’o.. 
6 SiO. o j 


On a alors pour Pare BM 


t » ° » i I cb > 4 
o——e {doesin?o— —>e J desig 
I 2 7 2 4 i T 

2 


1.2.9. Paine 
\ nes J p sin’... 


ev / 


Les intégrales du second membre s obtiendront en substi- 
tuant 9a x dans la formule (G) du n° 374, ce qui donne 


sin" ode= oe sin”! » + ee sin”? 
Fe She m se 7 


v 


(2) bye (m— 1) (n— ssa ™ ph Aa) ee Be 
(m9) (m—4) Y 


m- 


(m—1) (m—3).. = Ser Q. 
ye 


(m—2) (m— 
On ne met pas de constante arbitraire parce que cette 
intégrale doit commencer a zéro. 

AVA. Si Pon veut avoir le quart de Vellipse, il faudra 
a3 ng van “ ‘ é 
faire @ =~ dans toutes les intégrales. Cette substitution 

9, 
effectuée dans la formule { 2) donne 


wT 


[os .3.5...(m— 3)(m—1) 


* sin” 9d == 
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On aura alors 


da 


OW pene oe I 
| VI— esim? ody == 3 
“oO 5 2 2 2 4 


elpar suite 


IT Saka: kena ae a eet 
2 2 3 2.4F 


série convergente, et d autant plus convergente que e€ est 
plus petit, ou: que a differe moins de 6. Lorsque lel- 
lipse s’écarte peu du cercle décrit sur le grand axe, il suffit 
de calculer un petit nombre de termes de la série. 


442. On aurait pu parvenir a ce résultat sans recourir 
a la formule (2). En effet, si, dans la relation 


if Sti 60s TE A, 
sin” odo = — : eee Se Oa, 
S tecdae 1 ah 1 


boi Cas ; T 
on prend les intégrales entre les limites zéro ets ‘ion 


aura 
TE: wT 
m—1 (5 
Bos ms ass 
i sin” odo = Pet | sin"? odo. 
0) ~o 
On aura de méme 
7 T 
5 in”’—2 » d Tae i 
sin” *9 ado == ——— a8 moe 
Sesuiih al she sin” odg, 
, a 
fle fie 
Awad - i ad ah 
2 sin”! odo = ———; 2 sin"—S oda, 
m— 
a) i. 
Tw 
2 


Par suite, en multipliant toutes ces équations terme a 
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terme, Ob aura 


Tv 


ac] [ \ 

; T= = Oo eae 

2 sin™ odo = ‘ ) Le y ; 

; MEIN DY, ts ss a BO 

eo , 


et substituant dans la valeur de s, on retombera sur le 
résultat déja trouvé. 


AA3. Il est facile de trouver sur la figure langle 9 


donné par l’équation 

“z—=asing. 
Or, si Yon décrit sur le grand axe de Vellipse comme 
diamétre une circonférence ( fig. 83, page 370) et que 
Pon joigne ON, on aura 


OP = x = ON cos PON = asinCON; 
par conséquent l’angle CON est l’angle g. 
RECTIFICATION DE L HYPERBOLE. 


414, Dans le cas de Phyperbole , représentée par l'é- 


quation 


ona 


Posons, pour simplifier , 


Va + b= ae, 
e représentant le rapport de Ja distance focale a laxe 


transverse. Il viendra alors 


Changeons de variable, et, comme x varie entre a et 
. ‘ 


Vinfint, posons 


b) i ig 
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. qe 
g variant de o a -. On aura 


a Pent = ody 


« 


cos? © 


, par suite, 


$ 


do ah aac) 
dsp tae? —a*cos*o e—@ cos? = — h/t — =. 


€0S* 0 cos? 


££ COS) 9 * 
$= arc AN f 1 — me 
Ae. ( 


Pour obtenir cette intégrale, on développera le radical 


cos’ ® 
ji a par la formule du binéme ,’et il viendra 


I cos’? 0 T -§ cos'o 
Ii— —- 


? dg ot ee Qscheciét 
saad ) 
9 COS? @ 1.1.3...(2” — 3) cos*"@ 
at ts one 


et Ae Te e2n 


dot Von déduit 


tT 1 cos’y 

se Tc a ie 24 (ey 

ae ak ras “C080 
PIA a Fe j 


Il reste a intégrer des expressions de la forme cos” g dq, 
m étant pair. On y parviendra en changeant, dans la 


Tv 
formule (2) du n° 2411, o en anne 


RECTIFICATION DE LA CYCLOIDE. 


415. On a, en prenant les mémes coordonnées que 
dans la lecon précédente (page 372), 
2a—y 


diay — ; 
y 
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par suite , 


54 ey. 
waa \/™ Zp ray y/28 mara 
Mf $e 2 Vy 


En intégrant cette formule entre les limites 0 et y, il 


vient 
= x 2h) 
s==arc AM = 2/24 Qo anv e 
0 2Vy 


Menons, au point M, la tangente a la cycloide, et 


Fig. 89. limitons-la au point T ow elle 
rencontre |’ axedesx. Nousavons 
' - (n° 246) 
( N (M . MT — V2 ay3 
“ VY _ par conséquent, 
A iF Pp G 


arc MA =2MT , 
propriété déja connue (n° 251), 
Si lon veut avoir la longueur de la demi-cycloide , il 


faudra faire y= 2 a, ce qui donnera 4a pour la longueur 
cherchée. 


ioe) 
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Cubature des solides. — Solides de révolution. — Application a divers 
exemples.— Volumes engendrés par la révolutien d’une ellipse, d’une 
cycloide.— Volumes qui s’obtiennent par une seule intégration. — Vo- 


aeee ft 
lumes terminés par des surfaces quelconques, 


‘ea 5 


CUBATURE DES SOLIDES DE/ REVOLUTION. 


4416. Soit V le volume engendré par la révolution de 
aire plane CAMP tournant autour de l’axe Ox. En don- 
nant a x un accroissement Ax = PP’, le volume V 
prendra un accroissement AV égal au volume engendré 
par MM’ PP’. 

Or, en supposant que 7 croisse constamment dans |’in- 
tervalle MM’, AV sera compris entre les volumes des 
cylindres engendrés par la révolution des rectangles MIPP’, 
KM’ PP’; nous aurons donc, en désignant par Y |’ordon- 


née M’ P’, 


BSE Ryne BV Ae 
y ; 
ou bien 
AV 
2 — roe 
ie < Ax < if 
AV 
Le rapport — est donc com- 
7) Z Ax 
pris entre deux quantités qui 


convergent l’une vers l’autre, 4 mesure que A x décroit; 
par conséquent on a, a la limite, 

dV : 

ee eae 


dx 
ou bien 


Ver | yide. 


Cael 
) 
Or 
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Il faudra donc tirer de ]’équation de la courbe la va- 
leur de y en fonction de x, et intégrer entre des limites 
qui correspondent aux extrémités de l’arc générateur. 


AN7. Le volume engendré par aire CMM’C’ est la 

Fig. gt. difiérence des volumes engendrés 

y par les aires CMPA et C'M’ PA. 

Alors, en désignant MP par y 
et M’P par y’, on a 


Viery'dxr—nt [ orae, 


ou bien 
\e— a0 | (y?— x”) dx. 


uv 
CUBATURE DE L ELLIPSOIDE DE REVOLUTION. 


418. Soit V le volume engendré par la révolution d'une 


Fig. 92. portion AMP d’ellipse tournant 
y autour du grand axe. L’équation 
M 


de Vellipse rapportée a son axe 


Lo 
ff et A la tangente au sommet, est 
A P x 
6? 
Rar (2ax — x?) 

par suite, 

a b° i a b? x 
Le Ves = 2 ax —= 3} dx = ax*— =). 
( ) a? , ( } i 3 


Si l'on fait x= 2a, on aura le volume de lellipsoide 
entier, savoir 


(2) Rant ob (Ga —“F) fara. 


Pour obtenir le volume’ engendré par la demi-ellipse 
tournant autour du petit axe, il faudra changer 5 en a et a 


en 6, ce qui donnera Ana’ b: on voit que ce yolume esi 
i 


plus grand que le premier. 
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4 
En faisant 6 = a dans ces formules, on trouve . Ta® 
\ 3 a—z 
pour le volume de la sphére, et siamo ) pour le vo- 


Jume d'un segment sphérique 4 une base. 


VOLUME ENGENDRE PAR LA REVOLUTION D'UNE CYCLOIDE. 


419. Prenons pour axes la tangente au sommet et la 
Fig. 93. 


normale en, ¢e point. Considé- 
rons le solide engendré par le 
segment AMP tournant autour 
de laxe Az. 

L’équation différentielle de la 
cycloide étant (n° 401) 


2 amet dy $$ 
dz — Gy, 7-2 =4 Z V2ay — rae £5) 


os 
on aura 


y Paes es 
Sint ydy V2ay — 7; 
0 


ce qu'on peut écrire 


Sf cae eS ee y aaa 
Vana [ waar f (@—y) ay V2ay— 9 
° 19) 


La premiére intégrale représente la surface du segment 
AQN iz 401). Pour obtenir la seconde, posons 
2ay— y= 3; dot 2(a—y)dy = dz : nous aurons 


[ena aaar= f EEat franz 


el, par suite, 


2 


TT 2) 
V = rasegm AQN — 3 (Pay?) 


Le volume engendré par AQM tournant autour de Ax, 


Bo. 
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s’obtiendra en calculant la diflérence des volumes engen- 


drés par le rectangle APMQ etla portion de surface AMQ. 


VOLUMES QUI PEUVENT S OBTENIR PAR UNE SEULE 
INTEGRATION. 


420. On peut encore, par une seule intégration, ob- 
tenir le volume d’un corps lorsque l’aire de la section 
faite dans ce corps par un plan paralléle au plan yO z est 
fonction de la distance de ces deux plans. 

Supposons d’abord les axes rectangulaires : soient u et 
u-+ Au les sections faites dans le corps par deux plans P 
Fig. gf. et P’, paralléles au plan 

yOz, et dont les distances 


vement x et x + Ax. L’ac- 


. a ce dernier sont respecti- 
/* croissement A V du volume 


ns par 


4 correspondant a l’accroisse- 
ment Ax de l’abscisse, sera 
compris entre les cylindres 

droits qui auraient pour bases respectivement wu et uw ++ Au, 

et Ax pour hauteur; c’est-a-dire que l’on a , en supposant 

Au positif, 

ube <AV< (u+Au)dAz, 
dou 


AV 
— | Au. 
ae u 


Or, ala limite, Aw est nul; on a done 


dV 


TOU tal Verto 
dx 


Cette démonstration suppose que les deux cylindres ne 
se coupent pas. Si ces deux cylindres se,coupent, ils ont 
une partie commune qui a pour base u— a, & étant une 
quantité tres-petite, et quis’ évanouit en méme'temps qye 
Ax. De méme, cette partie commune augmentée des par- 
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ues excédantes de part et d’autre, forme un cylindre qui 
a pour base u+ 6, 6 s’évanouissant avec Ax. Or AV est 
évidemment compris entre ces deux quantités: par suite 


AV 
an RO 


et en passant a la limite, 7 


dV a 
aE == | (OW, 1a Vi hd 


sf 


Le volume compris entre deux plans paralléles & yOz 
menés a des distances a et b, s’obiiendra donc par la 


formule 
b > 
ya: udx. 
a 


Pour obtenir le volume du corps entier, il faudra mener 
des plans tangents paralléles a yOz, et prendre pour li- 
mites de l’intégration les distances de ces plans au plan 


yOz. 


424. Supposons maintenant que l’axe Ow ne soit plus 
perpendiculaire au plan des sections. Kn comparant le 
volume compris entre deux plans paralléles a yOz et la 
surface, avec un cylindre oblique qui a pour base u et pour 
hauteur la distance des deux plans représentée par dx sind, 
A étant Vangle que font les plans de section avec l’axe Ox, 


on a alors 


dV =udzxsini, dou V=sin) f uda. 


On pourrait facilement démontrer cette formule avec la 
méme rigueur que la précédente , mais nous croyons inu- 


tile de nous y arréter. 


422. Soit, par exemple, un céne a base quelconque : 
prenons pour axe des x la perpendiculaire OC, abaissée du 
sommet sur la base, et pour plan des yz un plan mené par 
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Je sommet parallélement au plan de la base; appelons h la 

Fig. 99. hauteur du céne et sa base. En 
menant a une distance OP = x 
un plan parallele a yOz, laire 
de la section sera, d’aprés un 
ba? 


= Donc 


théoreme connu, u = 


e* bat dx bx 
Vi — 


Ue SE. 
“Oo 
. t ] A bh 
et en faisant x=/, on a, pour le volume du cone 3" 
423. Soit encore un ellipsoide rapporté a ses axes 
principaux , 
ee 7 Z 
te be Th a I 


La section GPH faite dans l’ellipsoide par un plan paral- 
Fig. 96. léle au plan yOz, mené a la dis- 
tance OP = x, a pour équation 


On aura, pour ses demi-axes , en 


faisant successivement z= 0, 
yo ='0; 


ergs ; 
a VA eirct pH=e4(/1—% 


De sorte que l’aire de la section est 


d’ou Von déduit, pour le volume V du segment compris 
entre les plans yOz et GPH, . 


nrbe (°* tbc roe 
Vics da (a? — x)= [ate — \F 
2 2 
a 
a) \ f 


a 
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Pour obtenir le volume de la moitié de lellipsoide, on 
fait, dans la formule précédente, x = a, et il vient 


Le volume entier de Vellipsoide sera donc exprimé par 
* 
4 
~tT abe. "4 
3 
424. Considérons maintenant un ellipsoide rapporté a 
irois diamétres conjugués obliques. Son équation est de 
la forme 
xe? ay? z2 
PS lia 7 Wr sal 
.. fa, e 
La section faite par un plan paralléle a yOz, a une dis- 
tance égale a x, est une ellipse ayant pour équation 


2 2 
he z a 
6” a EE qa” ? 


et les demi-diaméires conjugués auxquels elle est rap- 
portée, ont pour longueurs 


es 


/ c 
Re / Be 
= Va? — 2, 7 Va? — at 
donc en désignant par @ langle que font entre eux ces dia- 
8 P oo 
métres, on aura pour la surface de la section considérée 


tb’ ec 
i 


2 2\ oj 
me (a’? — a?) sin 0. 
Par suite, on aura, pour le volume du segment d’ellip- 
soide , 

a b'c'sin 6 sin i 
a’ 


ax 
v= | (a? — 27) dx 


7a 


ab'c'sin@ sind / , x 
ss 2 
—— a ats | mb 9 
3 


= a? 
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et pour l’ellipsoide entier 

4 a’ b’ c’ sin Osin i. 
_ 425. En comparant cette expression du volume de l’el- 
lipsoide 4 celle qu’on a obtenue précédemment, on trouve 


a'b'c sin 6sin) = abe, 


équation qui démontre que tous les parallélipipédes con- 
struits sur les diametres conjugués d’un ellipsoide sont 
équivalents au rectangle construit sur les axes. On en 
déduit aussi 


tabec — ra!’ b'c' sinGsini, 


c’est-a-dire que tous les cylindres circonscrits 4 lellip- 
soide et dont les bases sont paralléles aux plans des courbes 
de contacts sont équivalents entre eux. 


VOLUMES TERMINES PAR DIVERSES SURFACES. 


426. Imaginons maintenant une surface quelconque 
CDEF dont I équation soit 


E (23 Was) 02 


Supposons que deux plans paralléles 4 yO, menés aux 
Fig. 97. distances OA =a, OB=1, 

coupent la surface suivant 
les courbes CD et EF. Ima- 
ginons encore deux cylin- 

c dres droits 
Y=9(z%), N=YH(z), 

qui aient pour base, sur le 

i plan yOu, les courbes RV 
et ST ct coupant la surface suivant les courbes CF et DE. 
On pourrait sepr oposer de trouver le volumeDGFERVTS, 


mais il vaut mieux rendre la question plus générale en 
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considérant une seconde surface D! G’ E! F’, dont l’ équa- 
tion est 


Balas 7.2) Gy 


et chercher le volume CDEFC’ D’E’F’. 


Pour cela, menons a une distance arbitraire « =OQ, 
comprise entre a et b, un plan paralléle a y Oz, et déter- 
minons aire de la section GHH’G’. Or cette aire plane 
est comprise entre deux courbes dont les équations 


(1) 2=f(2,7), 2a=f (2,7); 


s obtiennent en faisant, dans celles des deux surfaces, 
la variable x égale a la constante OQ. Elle aura, par con- 
oe, pour différentielle (z — z,) ‘dy, zet Zz, étant, 
daprés les équations (1), des fonctions de y correspon- 
dantes 4 une méme valeur decette variable. On aura donc, 
en intégrant entre les limites y et y,, 


J; 
aire GHG’ H’ = th (2—z,) dy. 


Ainsi z — z, étant une fonction de y dans laquelle x entre 
comme constante, on trouvera pour |’intégrale indéfinie 


[GN an (er) +e 


On fera, dans cette fonction, y = 9 (x) et y= (x) suc- 
cessivement, x étant regardée comme constante, d’ou on 
déduira 


(x) 
‘) (2—z,) dy =aireGHH’ G’=r[2,$(x)|—x[2, 9(2)], 
9 (2) 


résultat qui ne dépend que de x. 


En regardant de nouveau x comme variable, on aura 
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pour le volume demandé, 


b ou (2) : 
ih lal 2. 45(e—aLe, 9, (2)]}ae= | ae f (2—z,)dy. 


2 (x) 
427. Lorsque les deux surfaces cylindriques se rédui- 
sent a des plans paralléles a z Oy, 9 (x) et ) (x) ne sont 


plus que des constantes ¢ et e, indépendantes de la valeur 
OQ de x, et la formule se réduit a 


b él 
f ae f (2 — 2,) dy. 
va c 


428. Si la surface inférieure se confond avec le plan 
xy, on aura Zz, = 0, et l’expression précédente devient 


ab (2) 
| dx ii 2dy , 
a p (2) 


ce qui donne le volume compris entre une surface quel- 
conque, le plan xy , deux cylindres paralléles a Paxe des z 
et deux plans paralléles au plan z Oy. 

429. Ce qui précéde peut servir a déterminer le volume 
d’un corps quelconque terminé de tous cétés par une 
surface dont l’équation F (x, y, z) = 0 est connue. 

Imaginons un cylindre circonscrit la surface, paralle- 
lement a l’axe des z; comme en chaque point (x, 7, 2) 
de la courbe de contact, le plan tangent 


dF dF dF 
eee = pi ines — Bose Si A aes eel tB) 
Sp re Sh tego e bree) 


est vertical, ona 


L’élimination de z, entre cette équation et celle de la 
surface, donne une équation 


ars. yf) On “ 
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qui représente la trace du cylindre sur le plan x Ox. Cette 
Fig. 98. 
WM’ 


courbe est, par hypothése, une 
courbe fermée, et en la coupant 
par un plan paralléle ay O z, on 
aura deux ordonnées y = @ (x) 
et ¥1 = 9, (x). représentées sur 
la figure par, QI, QK, et ana- 
logues aux lignes de méme nom 
dans la question précédente. 


De méme, ce plan sécant détermmera dans la surface 
une courbe fermée, et siz = MP, z, = M’P sontles deux 
valeurs de z correspondant a la valeur y = PQ, laire 
de cette section sera exprimée par 


e 


ys 
i (2 — 2,) dy. 
y 


Si maintenant on désigne par a et 6 les distances du 
plan y Ox aux plans tangents a la surface, qui lui sont 
paralléles, on aura pour le volume du corps 


b SAN 
<i dx sf (2—2z,) dy. 
a Uf 
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Intégrales doubles. — Intégrales triples. — Théoréme sur Vordre des in- 


tégrations. — Quadrature des surfaces courbes.— Aire des surfaces de 
révolution. — Application a la sphere , a l’ellipsoide. 


DES INTEGRALES DOUBLES. 

430. Toute expression ou il entre deux intégrales 
relatives 4 des variables différentes, comme celles que 
nous avons obtenues a la fin de la derniére lecon, est ce 
que'l’on appelle une intégrale double. 

Une intégrale double est définie lorsqu’on assigne les 
limites des deux intégrations. Elle est izdéfinie dans le 
cas contraire, et on la représente alors simplement par 


[fea 


b 
431. Une iniégrale double f dx | zdy est la li- 
, a “9 (x) 
mite de la somme de tous les produits de la forme z Ax Ay 
entre les limites des deux intégrations. 


¥ (x) 

En effet , a zdy étant Pintégrale définie de zdy 
p (2) 

prise entre les limites 9 (x) et J (x) de y, x étant re- 


gardée comme constante, on a, d’aprés un théoréme 


démontré (n° 375), 

v (2) 
[ ady = lim Yiza y. 
“9 (2) 


Par conséquent, en multiphant par Ax et faisant varier 
x depuis «= a jusqua x = b, il vient , 


Da: | 


vp (x 


aw (x) 


2dy = Avlm > ZAy. 3% 
) 
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Or, si les valeurs de x se rapprochent de plus en plus, 


ona 
: ¥ (=) p (2) 
lim ~ Ax sie zay = ia asf ady 5 
2 (2) 9 (2) 


d'un autre cété, x étant regardée comnie constante, dans 


is Ay,on a 


lim A x lim S247 Slim Slim May Aves 


ou bien 


lim > Az lim a Zz A> lim 2; Ay Ax. 
? 


Done enfin on a 


b (2) 
J a f edy =lim } SM zayaz, 


9 (2) 


ce qu'il fallait démontrer. 


f 


432. On peut d’ailleurs démontrer ce théoréme par 
des considérations géométriques. Soit 


Cae (rs. 9) 


Péquation d'une surface : l’intégrale double 


ik a [Petr 
(z) 


représente, comme on l’a vu au n° 428, le volume V 
compris entre cette surface, le plan xy, deux cylindres 
paralléles 4 l’axe des z et deux plans paralléles au plan — 
zOy. 

. Soient M et M’ deux points voisins coon sur la 
surface. Construisons le rectangle Pp’ dont les cétés 
paralléles aux axes Ox et Oy soient conduits par les 
points P et P’, pieds des paralléles a V’axe des z menées 
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par M et M’. Les plans MPp, mpP’, M’P’p’ et m'p'P 
Fig. 99. coupent la surface suivant un 
quadrilatére courbe MM’: le vo- 
lume V est la somme des solides 
analogues 4 MP’, terminés aux 
limites convenables. Soit MP—=z 
et soient z — « la plus petite, et 
z-+.6 la plus grande distance 
des points de la surface au plan xy dans toute l’étendue 
du quadrilatére courbe MmM'm’. 

Le volume MP’, que nous désignerons par AV, est 
compris entre les deux parallélipipédes rectangles ayant 
pour base commune Pp’ et pour hauteur z — « et z + 6; 
comme d’ailleurs le rectangle Pp’ = Ax Ay, on aura 


(2—a) AxrAy< AV< (2 — 6) Axdy, 


ou (ea) << <8) 


Mais « et 6 s’annulant avec Ax et Ay, ona - 


Par conséquent 


AV=zAxr dy (i+n), 


7 devenant nul en méme temps que Ax et Ay, 


Pour chaque valeur de Ax, on a une infinité de valeurs 
de Ay qui produisent dans le solide une tranche, dont le 
volume sera représenté par 


Di zazay (1-++ n). 
Puis en faisant varier x, c’est-a-dire en prenant les autres 
valeurs de Ax, on a une suite de tranches dont la somme 
donne, quand on passe 4 la limite, le volume V, et par 
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conséquent, 


V lim SY eazy (1+ 2). 


Mais 


SD zse Ay(itn)= YD vdcar +H EDa zAxdy. 
Or : 
D2 4ear =O: 


ay 
En effet, en supposant tous les points M, M’, etc., assez 
rapprochés les uns des autres, on pourra toujours faire 
en sorte que pour chacun deux on ait 7 < ¢, ¢ étant une 
constante arbitraire que !’on peut supposer aussi petite 
que l’on veut. Par conséquent 


Dd Narzscar< DNeeaeay, Ol ae D274 247: 


Or cette derniére quantité est nulle a la limite, puisque « 
peut étre pris aussi petit que l’on veut, et que d’ailleurs 


> zAx Ay aune valeur finie. Donc enfin 


b v (x) 
V ou “N ae zdy = lim she Ay. 
a 9 (x) i >»? 


INTEGRALES TRIPLES. 


433. SoitU=f (x, y, 2) une fonction de trois va- 
riables indépendantes x,y, z. | 

Si l’on intégre la différentielle f(x, y, z) dz par rap- 
port 4 z, cest-a-dire en regardant ¢ et y comme des 
constantes , et si l’on fait varier z entre deux limites re- 
présentées par deux fonctions de x et dey, savoir f(x, y) 
et F(x, v), on aura Vintégrale 


F (2,7) j 

fo. Sears 
f(x, ¥) 

qui sera une fonction de x et dey. 


t 
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Considérons maintenant x comme constante dans la 
fonction 


Intégrons cette fonction par rapport a y en faisant varier 
y entre deux limites représentées par 9 (x) et } (x): 
aura l’intégrale 


b (x) F (a, gt 
ifs wy f (x,y, 2)dz, 
x,y) 


qui sera une fonction de x. 
Enfin , si l’on intégre la différentielle 


y (2) (x; ai 
an f wf f (27,8) az; 
9 (x) f(x,y) 


par rapport a x, en faisant varier x entre deux limites 
quelconques a et b, on aura pour résultat 


b +} (2) F (2, ¥) 
a ar f yf S(x,y, 2) dz, 
Cs 9? (x) fi; x) 


cette expression se nomme intégrale triple; on la repré- 
sente aussi par 


ff [reros)aearas 


On concevra de méme une intégrale d’un ordre quel- 
conque. 
On démontrera encore, dans le cas de l’intégrale triple, 


b v (2) F (2,7) 

i. ar f wf SF (5%, 2) dz 
a e(z) E(x, 7) 
== tim. TID io 05 9, Seon 


. , Oey ie) % ; * 
La démonstration étant tout A fait semblable a celle que 


que 
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nous avons donnée pour une intégrale double, nous nous 
dispenserons de la répéter ici. 

THEOREME SUR L'ORDRE DES INTEGRATIONS. 


434, Nous avons obienn, précédemment, pour l’ex- 
pression du volume compris entre detx surfaces, deux 
cylindres paralleles a l'axe Oz, et deux plans paralléles 
au plan des (y, z 


): 
b pyle) 
‘f dx se (2—2'}ay. 
a 9 (2) f 


Ici Pordre des intégrations n’est pas indifférent. Ainsi 
8 ) 
Yon n’obtiendrait pas, en général, le résultat cherché par 


v(@) b c 
qi dy a (2— 2') dx. 
9 (x) a 


7 


la formule 


Toutefois , si 9 (x) et J (x) sont des constantes a’ et b/, 
c’est-a-dire si les deux cylindres paralléles 4 Vaxe des z 
se réduisent a deux plans, il sera indifférent de commen- 
cer par l'une quelconque des deux intégrations; car, en 
répétant les raisonnements du n° 426, on voit que le 
volume en question a tout 4 la fois pour mesure l’une 
quelconque des expressions 


b b! Sie b 
dx f (2—2z')dy ou | dy sf (2 — 2') da. 
a ea! a’ a 


DE L’AIRE DES SURFACES COURBES. 


435, On appelle aire d'une surface courbe, terminée 
aun contour quelconque, la limite vers laquelle tend 
Paire d’une surface polyédrique composée de faees planes, 
qui, en diminuant toutes indéfiniment, tendent a devenir 
tangentes a la surface considérée. On suppose d’ailleurs 
que le contour qui termine la surface polyédrique se rap- 

proche indéfiniment de celui qui limite la surface courbe. 

Nous allons d’abord démontrer l’existence de cette 


limite. ' 
f. 26 
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Prenons sur la surface deux points M (x, y, 2), et 


M! (w+ Ax, y + Ay, z+ Az). Soient P et P’ leurs pro- 


Fig. 100. jections sur le plan xOy. For- 

4) NM > bi mons le rectangle P'p’= Ax Ay 
"mn dont les cétés soient paralléles a 

bigs | ow Ox et a Oy, et concevons un 

i. | prisme indéfini ayant pour base 

te = ce rectangle, et dont les arétes 

, a ager D soient perpendiculaires au plan 


des (x, y). Ce prisme inter- 
cepte sur la surface donnée un quadrilatere curviligne 
MM", et sur la surface polyédrique une aire » qui, si 
elle n’est pas plane, sera composée de parties planes 
Ana a! “ete: 

Or, puisque les plans de toutes ces surfaces tendent in- 
définiment a se confondre avec le plan tangent en M a la 
surface, si 6, 6’, 6”, etc., sont les angles formés par les 
plans des éléments a, a’, a”, ete., avec le plan des (x, y), 


et si A est Pangle que forme ce dernier plan avee le plan 
tangent en M, ona 


cos§ = cosi(i+ a), cos 6’=cos \(1-+2’),.. 


ie | 

a, 2',etc., tendant indéfiniment vers zéro en méme temps 
que Ax et Ay. Mais le rectangle PP’ est la somme des 
projections de tous les triangles dont nous parlons. Done 


Ax Ay =acos)(1+ «)+ a’ cos)(i+ @’)+ a’cos \(1+e")+..., 
ou 


Aw Ay 


cos i 


“ 
S=atadata’+...+(aata'et+a'a’+...), 


ou, comme a+ a’+ a’+...=0, 


Ax ay 
: J w+ (axta'el +a"a" +...). 


cos 


Fn opérant de la méme maniére dans toute l’étendue 
de la surface, on aura un certain nombre d’équations ana- 
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logues a celle-ci, et en les ajoutant membre A membre, 


on aura 

Az Ay 
MS . = Sot Mactada+ata'+...). 

cos i 

Donc 

: Ae a ‘ : vf 

lim » ar ~ = lim Se -+ lim dae 4 ala! 4-0" 2! +... a 2 

Or 


lim Siae + a! a! 4- a" a! af. sh. 
d’aprés le théoréme démontré n° 169 : done 
: : AxAy _ dx dy 
lim > o= lim S — ae 
cos A cos 4 


On voit par la que > «) ou la surface polyédrique a une 


limite. 
436. Ainsi, en appelant A laire de la surface, on a 


5 dx dy 
7a COS ) 


: BY ian j dz We F 
Si p et g sont les dérivées partielles — et — tirées de ’é- 
dx dy 


quation de la surface, on a 
I 


asf [Vere degy. 


Si la surface est limitée aux plans x = a, x = 6 et aux 


cylindres y = 9 (x), y= (x), on aura 
b iN Sy ee eee 
), ae [OVP 
a 9 (2) 


la marche par laquelle on parvient a ces limites est la 
méme que celle que nous avons déja suivie dans une autre 
question (n° 427). 


Nh — 


et il vient 


4o4 COURS D' ANALYSE. 


AIRE DES SURFACES DE REVOLUTION. 


437, L’aire Vune surface de réyolution peut s’obtenir 
par une seule intégration. 

Soit CMD une courbe plane qui, par sa révolution au- 

Mi g.1o1. tour de l’axe Ox, situé dans son 

at ae plan, engendre la surface dont 

nA onveutavoirl aire. Soit CMM’D 

un contour polygonal inscritdans 

| ‘ cette courbe. On peut considérer 


Vaire de la surface comme la li- 


4 
7] 


‘ CR Tae ey Bees 


mite vers laquelle tend la somme 

des surfaces des troncs de cones engendrés par le contour 

polygonal, lorsque ses cétés décroissent indéfiniment, en 

méme temps que leur nombre augmente jusqu’a l’infini. 
Soient donc 


M(x, 7) et M(#+Az, 7+ 47), 


deux sommets consécutifs du contour polygonal. La sur- 
face décrite par la révolution de MM’ a pour mesure 


I : : 
5 MM’ (circ MP +- circ M’ P’) 


ou 


Mais comme 


/ Sane, $$ ———__. 

: ; Ay\? 2 

lim (ay bay) 4/ 1+ (22) = oy Vi (2) ; 
TV ae 


il s’ensuit que l’expression de la surface du tronc de cone 


sera ely 
dy? 
2ny (\/: 4. ae e «) Ax, 


a désignant une quanlité qui s’annule avec Ax, et, par 
suite, la surface décrite par le contour polygonal aura 
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pour mesure 


Boo[ yo lE +e 


En désignant par A la surface cherchée, on aura donc 


‘ ay? 26 de 
A= lim} any / 4+ Do Ae+ any lim ¥ ade. 


Mais pocgiaie (n° 169), et 


? a toe 
lim Jory y/1+4 haem [ls anydn \/ it (Z)s 


done 


Ae 
a= ator i+ (Z)> 


act 6 étant les abscisses des extrémités de are CD. 


En désignant par s un arc compté a partir d'un point 


fixe, on a 
iky rz 1 ye / + (=) 5 


x 
Done A= anf yds. 
a 


SURFACE DE LA ZONE. 


438. Comme application cherchons la mesure de la 
Fig. 102. zone engendrée par la révolution 
de arc de cercle CD autour du 
diametre OL. Soit 
ety = BR 
Péquation du cercle. A étant la 
surface de la zone, si OA=a, 


| 
| 
0] i. gel 3 ne 


et OB = 4, on aura 


De Pe ae 
y 
= —}| dx 
a= f QTY V+ (Z) r 
va 
b ee) b 
=[ ITY [i+ Zae= ) 2nrRdz, 
y eva 
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done enfin 
A= 2nrR(b—a)=27R> AB, 


résultat connu. 

Sil’on veut avoir la surface de la sphére entiére, il fau- 
dra intégrer depuis x = — R jusqu’a x = R, ce qui don- 
nera lexpression connue 47 R®. 


SURFACE DE L’ ELLIPSOIDE DE REVOLUTION. 


439. Comme second exemple, soit lellipse OAB. 


Ale 103. Supposons qu'elle tourne autour 

: ‘ dun de ses axes OA, et cher- 
oar chons a évaluer la surface engen- 

x drée par la révolution de Varc 

9] Pk ee BM, qui commence a |’extré- 


mité B de Vautre axe. On aura 


x d 2 
UN anf ae J+ (al dx. 
0 


Or Péquation de ellipse, a? y* + 6° x* = a* 6’, donne 


dot 


Remplacant dans cette expression a? y* par a® 6? — b® a*, 


il vient 


dx ay 


Supposons d’abord que l’on ait a> b, c’est-a-dire que 
Pellipse ait tourné autour de son grand axe. Posons 


Va? — b? = ae. Il vient alors’ 


/ iy ai eee Lovato ee 
Soa Ot cas a 
dex ay ay 
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par conséquent , 


b 
Al == Sir = ee ora ee x dx 
a 
2 be 
2S ee ITs 
e 
Or (n° 398) 
s 
xz 2 Ere ey 
a 2 a Aa 5 GEE 
2 ae —— eH — are SID — , 
es e? e? e a 
done -% 
x be a “ar . ex 
fAc = Bi — — x> + — arc sin — }- 
a CG e a 


44). Si Pon fait dans cette expression x= a, et sil’on 
prend le double du résultat, il vient » 


‘ ax ba : 
2 6? + arc sin ¢ 


pour la surface totale de I’ ellipsoide. 


Si e =o, lellipsoide devient une sphére, et en remar- 
arc sin é . 
—_—— ==1 poure =-0}'0n retrouve 47 a 


pour la surface de la sphére. 


quant que lim 


441. Soient maintenanta <b et Vb? —a? = be : on aura 


x a’ + (b?— a?) &? 
A=2n i: ydx bya aye 


a’ 
v0 y 


27 b (°* Sane Sane 
Seo aces dx Vai ++ be? x 


anbe (-* ai y 
= dx Fe 
a be? 
) 
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Comme cette intégrale doit étre nulle pour x= 0, on 


= a 
aura G —~— | jo? Cts Par suite, 


x be a‘ i a‘ 1 oe 
A= “ee 4 a b? pieces b? e2 a’ 
Si Pon fait 2 =a, on aura’ en doublant 


ye x 2 be? ete iy 2 
onbVa tee be Bete j ( +a a 
e 


a 
pour la surface totale de lellipsoide. 


442, Si Yon suppose e = 0, on voit, en développant 
pp ’ PP 


t 


— bere? 
Va beta (+ : } 
: a 
par la formule du binéme, que 


(Le he Vai+ b? @ | 
o?g¢ 


log 


3 a : 
hn —————$—______ = 7. 


e 


On retrouve ainsi 47a@° pour la surface de la sphere. 


FIN DU PREMIER VOLUME. 


we 
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ERRATA. ‘ 


cP4 


Page 3, ligne i1, au liew de exprimées, lisez exprimées ana- 
lytiquement. 


: ok Si ke 
Page 8, ligne 22, au lieu de lim 7? lisez lim ms 


Page gi, ligne 6, au liew de pour toutes les autres - valeurs, 
lisez pour toutes les valeurs. 
dy? pe : 4 


° 
‘9 


2 d . 
Page 208, ligne 14, au lieu de — » lisez 
2 a 


Page 251, ligne 2, au lieu de tangente, lisez tangente MT. 


5 ‘ I xr“—a 
Page 300, ligne 11, au liew de —\ (c ); 


2a r+a 
lisez AT (24%). 
- 24 La 


qT. ; 27 


; pad we a od. 
EOrrae * Bat SELES aS § aly Wat pecs 


F 4 5 re 
see SAY rat t en 


1) Sty ES, 2hhe Y A oy oh ph ong a 


: cP “i ee 
a 5, Aaah ; TF edie veal f 


4 


Fotiep 
See 
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